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Введение. В работе исследуется  проблема управления нагреватель-
ным аппаратом для нагрева теплоносителя, который обеспечивает подачу 
тепла в замкнутую систему теплоснабжения. Рассматривается задача син-
теза управления объектом с распределенными параметрами на специаль-
ных классах управляющих воздействий. Специфика исследуемой задачи, 
описываемой уравнением гиперболического типа первого порядка заклю-
чается в том, что в ее краевых условиях участвует запаздывающий во вре-
мени аргумент.  

Математическая модель управляемого процесса приводится к точечно 
нагруженному гиперболическому уравнению. В работе получены формулы 
для градиента функционала,  предложены схемы численного решения, 
приведены результаты численных экспериментов. 

Постановка задачи. Процесс нагрева теплоносителя в печи системы 
теплоснабжения можно описать уравнением переноса [1,2]: 

где –температура теплоносителя в точке  нагревательного ап-
парата в момент времени ;  – длина трубки нагревательного аппарата, в 
котором обогревается теплоноситель;  – скорость движения теплоносите-
ля в системе теплоснабжения, величина которой постоянна для всех точек 
системы теплоснабжения;  - заданное значение коэффициента теплооб-
мена между печью и теплоносителем в нагревательном аппарате;  - 
температура внутри печи, посредством которой осуществляется управле-
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ние процессом нагрева теплоносителя, удовлетворяющая технологическо-
му ограничению:  

 
Пусть  - длина системы теплоснабжения и нагретому в печи тепло-

носителю необходимо время    с тем, чтоб вернуться в начало 
печи, т.е. 

 
 – величина, определяющая потери тепла в процессе движения в теп-

лосети. Исходя из практических соображений, она удовлетворяет очевид-
ному условию: 

 
Обозначим множество значений потерь тепла, удовлетворяющих (3), 

(4), через , предполагая, что задана функция плотности   на этом 
множестве. 

Пусть начальное условие задано в следующей форме: 

 
Задача управления процессом нагрева теплоносителя заключается в 

необходимости поддержания температуры печи, обеспечивающей опреде-
ленную температуру  теплоносителя на выходе печи при всевозможных 
допустимых значениях потерь тепла .   

Пусть в произвольных  точках   нагревательно-
го аппарата установлены датчики, в которых проводятся замеры темпера-
туры непрерывно: 

 
или в заданные дискретные моменты времени 

 
Для построения системы управления нагревом печи с непрерывной 

обратной связью рассмотрим следующий вариант системы регулирования 
температуры: 

 
где  –коэффициент усиления;  – эффективная температура в точке , за 
величиной отклонения от которой должен вестись контроль в этой точке; 

 весовой коэффициент, определяющий важность замера в точ-
ке ,    
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Введя комплексные параметры: 

 
формула для температуры, примет вид: 

 
Подставляя (8) в (1), получим: 

 

 
Минимизируемый критерий качества управления зададим в следую-

щем виде: 

 

 

 

Таким образом, проблема управления нагревом теплоносителя в печи 
с обратной связью приведена к задаче оптимального управления, описы-
ваемой нагруженным дифференциальным уравнением (9) с краевым усло-
вием с запаздывающим аргументом (3).  

На оптимизируемые управляющие параметры  учитывая пере-
обозначения (8),  имеются ограничения, исходя из их технического, техно-
логического назначения 

 

Здесь  -заданные величины. 
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Поставленная проблема приведена к задаче параметрического опти-
мального управления нагруженным дифференциальным уравнением [3-6]. 
С целью ее численного решения с применением итерационных методов 
оптимизации первого порядка получены следующие формулы компонент 
градиента функционала как по координатам размещения датчиков состоя-
ния, так и по значениям соответствующих введенных в (8) коэффициентов 
«усиления» в функции линейной обратной связи: 

 

 

 

 
Здесь  решение  следующей сопряженной на-

чально-краевой задачи: 

 
 

 

 
а в точках ,  при  удовлетворяла условиям: 

 
Приведены результаты численных экспериментов, полученных при 

решении тестовых задач, проведен численный анализ влияния погрешно-
стей замеров состояния процесса на полученные значения оптимальных 
значений параметров синтезируемого управления.  
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Введение.  В данной работе на примере управления процессом нагре-
ва стержня в печи с обратной связью приводится постановка задачи опти-
мального размещения заданного количества датчиков съема текущей тем-
пературы на стержне, находящегося в печи, для оптимальной подачи в нее 
тепла. 

Отметим, что работ в направлении оптимизации размещения точек 
контроля с точки зрения качества управления процессом с обратной свя-
зью практически нет, несмотря на большую важность исследуемой про-
блемы. Это можно объяснить сложностью как адекватной формулировки 
математической постановки задачи, так и исследования, численного реше-
ния задач оптимального управления с обратной связью относительно объ-
ектов с распределенными параметрами [1-3]. 

Предлагаемый подход к решению поставленной проблемы приводит к 
задаче параметрического оптимального управления нагруженными диффе-
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ренциальными уравнениями. Для ее численного решения с применением 
итерационных методов оптимизации первого порядка ниже получены 
формулы компонент градиента функционала как по координатам размеще-
ния датчиков состояния, так и по и по значениям соответствующих вве-
денных коэффициентов «усиления» в функции линейной обратной связи. 

Постановка задачи. Рассматривается управляемый процесс последо-
вательного нагрева однородных одинаковых стержней заданной длины  в 
печи [1-3]    

 

 

 

Здесь  – дважды непрерывно дифференцируемая по  
почти всюду непрерывно дифференцируемая по  функция, опре-
деляющая температуру стержня в точке х в момент времени ; - тем-
пература печи в момент времени , являющаяся управляющей кусочно-
непрерывной функцией, значения которой удовлетворяют технологиче-
ским ограничением: 

 

 - коэффициенты температурообмена между температурой внутри печи 
и соответственно внутренними точками стержня и его концами; 

 – коэффициент температуропроводности стержня.    
Для простоты будем предполагать, что начальная температура каждо-

го стержня постоянна по длине, но значение точно не известно. Пусть из-
вестны диапазон множества возможных значений начальных температур 

стержней :  

 
и функция плотности распределения начальных температур на этом мно-
жестве:  

 

Пусть в  точках стержня   в процессе нагрева 
непрерывно во времени проводятся замеры температуры , 
по результатам которых должна назначаться температура внутри печи  

. 
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Температуру, которую необходимо поддерживать в печи в момент 
времени  в зависимости от результатов текущих замеров в наблюдаемых 
точках, определим по формуле [3]: 

 
где  – весовой коэффициент важности учета для управления замера 
температуры в точке ;  –коэффициент усиления;  – эффективная тем-
пература в точке , за величиной отклонения от которой должен вестись 
контроль в этой точке;    

Введя комплексные параметры: 

 
формула для температуры, поддерживаемой внутри печи, примет вид: 

 
Векторы параметров , , 

 будем называть управляющими параметрами обратной 
связи, которые требуется выбрать таким образом, чтоб минимизировался 
следующий целевой функционал: 

 

 

 
Здесь:  –решение начально-краевой задачи 

(1)-(3), (6) при допустимых значениях управляющих параметров ; 
заданный весовой коэффициент;  - желаемое конечное распреде-

ление температуры по стержню; - заданная весовая функция; 
параметры регуляризации. Длительность процесса 

нагрева  в зависимости  от постановки задачи может быть как заданной, 
так и оптимизируемой величиной.   

Функционал (8) определяет значение критерия качества управления 
процессом нагрева усредненного по всем стержням, учитывая отсутствие 
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информации о точном значении начальной температуры каждого стержня 
в отдельности перед подачей его в печь. 

На оптимизируемые управляющие параметры , учитывая пе-
реобозначения (6), могут быть наложены ограничения, исходя из их техни-
ческого, технологического назначения 

 

 
Здесь  -заданные величины. 

Подставляя управление  в виде (6) в краевую задачу (1)-(3) полу-
чим: 

 

 

 
Обозначим через мерный вектор оптимизируе-

мых параметров , являющихся аргументами целевого функ-
ционала (8). 

При заданных значениях параметров  задача (11)–(13), (5) относится 
к классу точечно-нагруженных начально-краевых задач, различные аспек-
ты которых исследовались, например, в работах [4-6]. 

Для численного решения нагруженных задач вида (1)–(3),(5) при ка-
ких-либо заданных допустимых функциях управления   в работах [4-7] 
было исследовано применение метода прямых и различные схемы метода 
конечных разностей.  

В целом рассматриваемую задачу (5), (8)–(13) можно отнести к пара-
метрической задаче оптимального управления нагруженной системой с 
распределенными параметрами, оптимизируемыми в которой являются три 
-мерных вектора  и время завершения процесса  . 

Для численного решения полученной задачи параметрического опти-
мального управления нагруженной системой с распределенными парамет-
рами, а именно, для построения минимизирующей последовательности 

=0,1,…, предлагается использовать методы оптимизации первого по-
рядка, например, метод проекции градиента, который запишем в виде 



 
 

12

 
Здесь  - оператор проектирования мерной точки 

 на множество, определенное ограничениями (10); «*» – 

знак транспонирования; –шаг в направлении спроектированного 
антиградиента. Начальное приближение  может быть произвольным, в 
частности, удовлетворяющим условиям (10). Учитывая простоту структу-
ры допустимого множества оптимизируемых параметров, определенного 
ограничениями (10), оператор проектирования имеет конструктивный ха-
рактер и легко реализуем. 

Для построения процедуры (14) необходимо получить формулы для 
компонент градиента функционала (8), (9) по оптимизируемым пара-
метрам: 

 
В работе получены формулы компонент градиента функционала как 

по координатам размещения датчиков состояния, так и по значениям соот-
ветствующих введенных в (8) коэффициентов «усиления» в функции ли-
нейной обратной связи: 
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Здесь  решение  следующей сопряженной начально-краевой за-
дачи: 

 

 

 

 

а в точках ,  при  удовлетворяла условиям: 

 

 

 
Для численного решения краевых задач с учетом их специфических 

особенностей: прямой (11)–(13),(5) и сопряженной (19)–(23), что необхо-
димо на каждой итерации процедуры (14) при решении исходной задачи 
оптимизации, можно использовать методы сеток или прямых, исследован-
ные в [5,6]. 

Предложенные в работе постановка задачи и подход к получению 
расчетных формул для ее численного решения могут быть распространены 
на случаи управления с обратной связью многими другими процессами и 
описываемых другими типами уравнений с частными производными и на-
чально-краевыми условиями. 
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МЕТОДЫ ДЕКОМПОЗИЦИИ И СИНТЕЗ НЕЧЕТКИХ ЛОГИЧЕ-
СКИХ РЕГУЛЯТОРОВ ДЛЯ СЛОЖНЫХ ДЕЦЕНТРАЛИЗОВАННЫХ 

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ С ОЦЕНКОЙ 
ОБЛАСТИ АДЕКВАТНОСТИ ПОЛУЧЕННЫХ МОДЕЛЕЙ1) 

Ф.Ф. Алексеев (КНИТУ-КАИ, Россия, 420111, Казань, К.Маркса, 10)  
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METHODS OF DECOMPOSITION AND SYNTHESIS OF FUZZY 
LOGICAL REGULATORS FOR COMPLEX DECENTRALIZED  
INTELLIGENT CONTROL SYSTEMS WITH EVALUATION OF  

ADEQUACY OF OBTAINED MODELS 

F.F. Alekseev (KNPTU-KAI, 420111, Kazan, K.Marx str., 10) 

Keywords: fuzzy logic controller, Lyapunov vector function, discrete 
nonlinear control systems 

Введение. Разрабатываются методы декомпозиции и синтеза нечетких 
логических регуляторов для сложных децентрализованных интеллектуаль-
ных систем управления с оценкой области адекватности полученных мо-
делей. Методы декомпозиции и синтеза децентрализованных интеллекту-
альных систем управления рассматриваются в работах Шильяка Д. Рас-
смотрим в основном децентрализованные методы декомпозиции (с децен-
трализованной пересекающейся декомпозицией).  

Рассматриваются вопросы анализа и  синтеза динамических свойств 
типа устойчивости ( 0dd -устойчивости множеств и т.д.) [1] на основе мето-

да векторных функций Ляпунова нелинейных систем управления  при на-
личии неопределенностей  с учетом запаздываний. Для моделирования, 
анализа и синтеза таких систем выбирается нелинейная комбинированная, 
конечно-разностная или нечеткая модель Такаги-Сугено (T-S-модель). 
Проводится синтез нечетких логических регуляторов (НЛР). В отличие от 
этих работ в настоящей работе синтез проводится на основе нечетких век-
торных функций Ляпунова (ВФЛ). Дополнительно применяется для уточ-
нения нечеткой аппроксимации также регулятор с применением нейросе-
тей на основе радиальных базисных функций (RBF NN).  

1. Общая постановка задачи 

Многие известные модели систем с дискретным временем (обыкно-
венные разностные уравнения, алгоритмы минимизации, конечные авто-
маты) сводятся к вычислительному процессу. Пусть система управления 
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описывается системой конечно-разностных уравнений (вычислительным 
процессом  (ВП) [1],[7] или динамическим процессом общего вида). 

1 2
s+1 s+1 s 1 1 1C x = f ( ( ), ( ( ),..., ( ( )), ( , ), ( ( ), ( ( ))),...,p sx s x s s x s s s s s s sτ τ ϕ σ ϕ τ σ τ− − − −

2
1 2( ( ), ( ( ))),b,u ,u )p pis s s sϕ τ σ τ− − , 0 ( )i sτ τ≤ ≤ , 1,...,p=i .  (1.1) 

Здесь 
11( , ) m

ss Rϕ σ ∈ , 
22( , ) m

ss Rϕ σ ∈ - нелинейные вектора, удовлетво-

ряющие условиям: 20 ( , )l l

j sj sj j sjs kϕ σ σ σ≤ ≤ ,0 l
jk< < ∞ , 1,

l
j m= ,k l

j –

постоянные числа, 1,2l =  (классNφ ), xs∈Rn, s0∈Z0⊂Z, s∈Zso = {s∈Zso: s0≤s}, 

b∈B – параметры (или постоянно-действующие возмущения); Z = {…,-
1,0,1,…};  u1: Z×X → U1⊆ Rm1 – управление (четкое); u2: Z×X → U2⊆ Rm2 – 
управление, определяемое нечетким логическим регулятором (НЛР); Cs+1 – 

последовательность функций (операторов), действующих из s
bX  в s

bX . 

Модель системы может быть обобщена в терминах временных шкал. По 
методу T-S-систем [3] введем систему правил:  
.           T-S-Plant rule i: IF z1 is µi1 AND    … AND zip is  µip THEN 

1 2
is+1 s+1 1 1 1C x = f ( ( ), ( ( )),..., ( ( )), ( , ), ( ( ), ( ( ))),...,a

is p i s ix s x s s x s s s s s s s− − − −τ τ ϕ σ ϕ τ σ τ  

2
i 1 2( ( ), ( ( ))),b ,u ,u )i p ps s s sϕ τ σ τ− − ,  0 ( )i sτ τ≤ ≤ , 1,...,i p= , 

1 1 2( ) ( ) ( ( )),p i
s i s j j jC s x C s x s sσ τ+ == Σ −            (1.1а) 

( ) ( ), [ ,0], ( ) , 1,2,...,ix s s s s i rψ τ τ τ= ∈ − ≤ = ,   

  ELSE IF z1 is µi1 AND    … AND zip is  µip THEN 

1 2
is+1 s+1 1 1 1C x = f ( ( ), ( ( )),..., ( ( )), ( , ), ( ( ), ( ( ))),...,á

is p i s ix s x s s x s s s s s s s− − − −τ τ ϕ σ ϕ τ σ τ  

2
i 1 2( ( ), ( ( ))),b ,u ,u )i p ps s s sϕ τ σ τ− − ,  0 ( )i sτ τ≤ ≤ , 1,...,i p= , 

1 1 2( ) ( ) ( ( )),p i
s i s j j jC s x C s x s sσ τ+ == Σ −            (1.1б) 

( ) ( ), [ ,0], ( ) , 1,2,...,ix s s s s i rψ τ τ τ= ∈ − ≤ =  

… 

ELSE IF z1 is µi1 AND    … AND zip is  µip THEN…. 

1 2
is+1 s+1 1 1 1C x = f ( ( ), ( ( )),..., ( ( )), ( , ), ( ( ), ( ( ))),...,â

is p i s ix s x s s x s s s s s s s− − − −τ τ ϕ σ ϕ τ σ τ  

2
i 1 2( ( ), ( ( ))),b ,u ,u )i p ps s s sϕ τ σ τ− − ,  0 ( )i sτ τ≤ ≤ , 1,...,i p= , 

1 1 2( ) ( ) ( ( )),p i
s i s j j jC s x C s x s sσ τ+ == Σ −            (1.1в) 

( ) ( ), [ ,0], ( ) , 1,2,...,ix s s s s i rψ τ τ τ= ∈ − ≤ =  
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где ijµ  нечеткое множество, nx R∈  – вектор состояния системы; ( )u s вход, 
m

s Rσ ∈  – выход, 1 2, i
i jC C – постоянные матрицы, r – число IF THEN−  

правил, 1( ),..., ( )pz s z s – входные переменные НЛР (the premise 

variables). ( ) , 1,2,...,j s j pτ τ≤ = . 

 Как правило, используется более простой случай: 
.        T-S-Plant rule i: IF z1 is µi1 and    … and zip is  µip THEN 

1 2
is+1 s+1 is 1 1 1C x = f ( ( ), ( ( )),..., ( ( )), ( , ), ( ( ), ( ( ))),...,p i s ix s x s s x s s s s s s sτ τ ϕ σ ϕ τ σ τ− − − −  

2
i 1 2( ( ), ( ( ))),b ,u ,u )i p ps s s sϕ τ σ τ− − ,  0 ( )i sτ τ≤ ≤ , 1,...,i p= , 

1 1 2( ) ( ) ( ( )),p i
s i s j j jC s x C s x s sσ τ+ == Σ −  

( ) ( ), [ ,0], ( ) , 1,2,...,ix s s s s i rψ τ τ τ= ∈ − ≤ = ,  (1.2) 

где ijµ  нечеткое множество, nx R∈ - вектор состояния системы; ( )u s вход, 
m

s Rσ ∈  - выход, 1 2, i
i jC C -постоянные матрицы, r - число IF THEN−  

правил, 1( ),..., ( )pz s z s - входные переменные НЛР (the premise 

variables). ( ) , 1,2,...,j s j pτ τ≤ = . 

 На практике используется многозначная логика с расширенным 
алфавитом.  

Метод ВФЛ широко применяется для анализа и синтеза динамических 
систем, является одним из точных математических методов, позволяющих 
исследовать широкий класс непрерывных, дискретных и гибридных сис-
тем управления. Рассмотрим комбинацию методов ФЛ и нечеткой матема-
тики. Для типовых задач теории управления. Модель системы рассмотрим 
в виде  

x Ax Bu= +& , u Cx= , 

A, B, C – постоянные матрицы.  

Представим систему в виде x Ax=& , A A BC= + , для таких систем ис-
пользуем вектор-функцию Ляпунова [1].  

1 2{ , ,..., }T
mV V V V=  

1 2( , , ) ( ) ( )T
i i iV x h h x P h P h x = + 

& & , 

где 1 1

1

r

i j j
j

P h P
=

=∑ , 2 2

1

r

i j j
j

P h P
=

=∑ & . 
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( ( ))
( ( ))

( ( ))

j
j r

jj

z t
h z t

z t
=
∑

ω
ω

, 
1

( ( )) ( ( ))
p

j
j k k

k

z t z t
=

= ∏ω µ . 

Вычислим производную компонент функции Ляпунова в силу системы 
1 2 1 2 1 2( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T TV x h h x P h P h A h P h A h P h P h A h P h A h x = + + + + + = 

& & & && & &
 

( , , )Tx h h h x= Θ & &&  

По методу T-S-систем введем систему правил для нечеткого 
регулятора: 

T-S-Regulator rule i: IF 1z  is 1iµ  and    … and ipz  is  ipµ  THEN 

,2( ) 1,2,..,i su s F x i r= − = . 

Для всей системы управление (согласно НЛР) имеет вид 

   
1 1

( ) ( ( )) / ( ( ))
r r

i i s ii i
u s w z s F x w z s

= =
= −∑ ∑    

1
( ( )) .

r

i i si
h z s F x

=
= −∑       (1.3) 

Для заданной пары ( ( ), ( ))x s u s  выход нечеткой системы 

представляется в виде ( 1
f

sC + - последовательность функций (операторов) из 
s

bX  в s
bX . В частном случае 1

f
sC +  совпадает с is+1C . 

rf 1 2
s+1 s+1 s 1 1 1i=1

C x ={ ( ( ))[ f ( ( ), ( ( )),..., ( ( )), ( , ), ( ( ), ( ( ))),...,i p i s iw z s x s x s s x s s s s s s sτ τ ϕ σ ϕ τ σ τ− − − −∑
2

i 1 2( ( ), ( ( ))),b ,u ,u )]}i p ps s s sϕ τ σ τ− −
1

/ ( ( ))
r

ii
w z s

=
=∑  

r 1 2
s 1 1i=1

( ( ))[ f ( ( ), ( ( ),..., ( ( )), ( , ), ( ( ),i p i s ih z s x s x s s x s s s s sτ τ ϕ σ ϕ τ− − −∑
2

1 i 1 2( ( ))),..., ( ( ), ( ( ))),b ,u ,u )]}i p ps s s s s sσ τ ϕ τ σ τ− − − ,         (1.4) 

1 1 21 1
{ ( ( ))[ ( ) ( ) ( ( ))]} / ( ( ))

r rp i
s i i s j j j ii i

w z s C s x C s x s s w z sσ τ+ == =
= Σ − =∑ ∑  

1 1 21
( ( ))[ ( ) ( ) ( ( ))]

r p i
i i s j j ji

h z s C s x C s x s sτ+ ==
Σ −∑ ,         (1.5) 

1
( ( )) ( ( ))

r

i ij jj
w z s z sν

=
= ∏ , ( ( )) ( ( )) /i ih z s w z s=

1
( ( ))

r

ii
w z s

=∑ . 
1

( ( ))
r

ii
w z s

=∑ >0 ∀  

s, ( ( )) 0, 1,2,..., ,ih z s i r≥ =  
1

( ( )) 1
r

ii
h z s

=
=∑  ∀s.[1] 

Рассмотрим разностное неравенство с линейной разностной системой 
вида 

1 ( )ñs ñ ñsv A s v+ =  [1], 

где Ac(s) – ω-периодическая матрица, ( )( ) ( )c
ñ ijA s a s= , с ВФЛ  

 1 2( , ,..., )
c

T
mv v v v= ,     (1.6) 
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где компоненты ВФЛ, например, имеют вид ( )T
i i s i i sv C x PC x= , 

0T
i iP P= > постоянные матрицы.  

Теорема 1.1. Если существуют числа  матрицы , 1,i cP i m=  такие, что 
выполняется  

1
- ( ( )) )]

r

j j sj
h z s F x

=∑ s 1f ( ( ), ( ( ),..., ( ( )),
ci pP x s x s s x s sτ τ− − 1( , ),i ssϕ σ  

2
1 1( ( ), ( ( ))),...,i s s s sϕ τ σ τ− − 2

i 1( ( ), ( ( ))),b ,u ,i p ps s s sϕ τ σ τ− −  

1
- ( ( )) )]

r

j j sj
h z s F x

=∑ +
c

T
s i sx P x 0≥ ,   

1, cci n= , s sCxσ = , 1 1 ...
c

c c
i i in nc c

P a P a Pα = + + , 0, 1,
c ci cP i n> = -постоянные 

матрицы, то  система (1.5) обладает свойством 0dd -устойчивости [1] (нам 
здесь достаточно асимптотической устойчивости).  

 Аналогично может быть записана теорема с нечеткой ВФЛ с двумя 
вышеуказанными квадратичными слагаемыми относительно обобщенных 
координат и обобщенных скоростей. 

2. Алгоритм синтеза на основе ВФЛ 
Вычислительный процесс (ВП) [1] 

01 1 ( ,..., , )i i i i iC x f x x b+ + = , ,
0i

i Z∈ ,b B∈ , 0 0

0

0i i
i b bx ∈Ω ⊆ Ω    (2.1) 

может быть записан как управляемый вычислительный процесс   

0

0
1 1 ( ,..., , , ( ))i i i i iC x f x x b u+ + = ⋅ , 0

0i Z∈ ,
0i

i Z∈ , 0 0b B∈ , ( )u U⋅ ∈ , 0
0

0

0i
i b

x ∈Ω (2.2) 

Пусть ВП (2.2) может быть представлен в виде 

0 0

0 0
1 1 ( ,..., , ) ( ,..., , ) ( )i i i i i i i iC x f x x b f x x b u+ + = + ⋅

)
, 0

0i Z∈ ,
0i

i Z∈ , 0 0b B∈ , ( )u U⋅ ∈ ,
0

0
0

0i
i b

x ∈Ω    (2.3) 

Выбирается квадратичная ВФЛ (1.6)  1 2( , ,..., )
c

T
mv v v v=  с компонентами  

( )T
i i s i sv C x PC x= , 1,..., )ci m= , вычисляется первая разность компоненты iv  

1 1 1
T

j i i j i i i j iv C x P x C x P x+ + +∆ = − =

0 0 0

0 0 0{ ( ,..., , ) ( ,..., , )} {( ( ,..., , )
j

T T T
i i i i i i i i i if x x b u f x x b P f x x b+ +

0

0( ,..., , ) } T
i i i i i i j if x x b u C x P Cx+ −  

и составляется выражение [6] 
2T T T T

i j i i j i i i i j i if P f f P f u u f P f u+ + −

1 1 1 1 1 1 1 1 1( 2 )T T T T
i j i i j i i i i j i if P f f P f u u f P f u− − − − − − − − −+ + ≤  

1 1 2 2 ...
c c

c T c T c T
i i i i i i im i m ia x Px a x P x a x P x≤ + + + , 
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откуда получается 
T

i i i i i iu Au Bu C+ + − 1 1 1 1 1 1 0T
i i i i i iu A u B u C− − − − − −− − ≤  

при обозначениях 

( ) ( )T
i i j iA f P f= ⋅ ⋅ ; 2 ( ) ( )T

i i j iB f P f= ⋅ ⋅ ;
1

( ) ( ) cmT T
i i j i i j ij

C f P f x P x
=

= ⋅ ⋅ −∑ ; 

1 1 1( ) ( )T
i i j iA f P f− − −= ⋅ ⋅ ; 1 1 12 ( ) ( )T

i i j iB f P f− − −= ⋅ ⋅ ; 1 1 1( ) ( )T
i i j iC f P f− − −= ⋅ ⋅ . 

Обозначим T
i i i i i i iU u Au Bu C= + + − 1 1 1 1 1 1

T
i i i i i iu A u B u C− − − − − −− − . Вычисля-

ется первый дифференциал 1 1 1 12 2T T T T T
i i i i i i i i i idU du Au du B du A u du B− − − −= + − − . 

Откуда получается 

1 12 2 0T
i i i i i iAu B A u B− −+ − − = . В векторно-матричной форме 

11 1

2 0
0

0 2

T
ii i

T
ii i

uA B

uA B−− −

+ =
− −

, 

откуда получается 
1

1 1 1

01
0

2 0

T
i i i

T
i i i

u A B

u A B

−

− − −

= − =
− −

 

Можно учесть всю предысторию 

0 0

0 0

1

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 1 1

0 0 0 ... 0 0

0 0 0 ... 0 0

0 0 0 ... 0 0
1 0 0 0 0 0
2... .. ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... 0

0 0 0 0 0
c

c

T
i i i

T
i i i

T
i i i

T
i i i

T
m i i

T
m i i

u A B

u A B

u A B

u A B

u A B

u A B

−

− − −

− − −

− − −

− + +

− −

− −= −

− −

 

Замечание. Знак меняется  согласно формуле 2 1( 1) , 1,m
ci m−− = . 

3. Система с секторными нелинейностями  
Рассматривается система с секторными нелинейностями [6] 

1 1( )s s sx Ax B B uϕ σ+ = + + , Cxσ = ,   (3.1) 
где A n n− × − , B n m− × -, 1 1B n m− × − ,C m n− × − постоянные матрицы, 

( ) Nϕϕ σ ∈ . Опять рассматриваем квадратичную ВФЛ 1 2,( , ,..., )
c

T
mv v v v=  с 

компонентами T
i s j sv x P x= , 1,..., cj m= . Первая разность i −й компоненты 

iv  в силу (3.1) 

12 2 2T T T T T T T T T T
i s i s s s s s s i sv x G x B PAx B PB x B PBu x A Bu u TB PBuϕ ϕ ϕ∆ = + + + + + , 

T
i i iA PA P G− = . 
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Записывается разностная система cv A v∆ < , где 1 2( , ,..., )
c

T
s s s smv v v v∆ = ∆ ∆ ∆  - 

вектор первых разностей в силу (3.1), или 

12 2 2T T T T T T T T T T T
s i s s s s s s i sx G x B PAx B PB x B PB u x A Bu u B PBuϕ ϕ ϕ+ + + + + ≤  

1 1 2 2 ...
c

c c c
i i i ma v a v a v≤ + + + . 

Преобразуем к виду, позволяющему найти локально-оптимальное 
управление 

12(T T T T
s i s su B PBu x B PB+ )T T

s sx A B u+ + T
i sx G x +

1
2 0cmT T T T c

s s ij s j sj
B PAx B PB a x P xϕ ϕ ϕ

=
+ + − ≤∑  

Разностное уравнение теперь запишем в виде 0T
s s su Au Bu C+ + ≤ , где 

обозначено 
T

i iA B PB= ( 0)> ; 12( )T T T T
i s sB x B PB x A PB= + ;

1
2 cmT T T T T c

i i s s s ij s j sj
C x G x B PAx B PB a x P xϕ ϕ ϕ

=
= + + −∑  

Обозначим T
i s i s i s iU u Au Bu C= + + . Вычислим первый дифференциал 

2T T T T T T T
i i s i s s i s i s s idU du Au u Adu du B du Au du B= + + = + , 

откуда получается 
2 0T

i s iAu B+ = 1,..., ci m=  Или   

1 12 0T
sAu B+ = ; 2 22 0T

sA u B+ = ; 3 32 0T
sA u B+ = . 

Откуда получим разностное неравенство 

11

2
T

su A B−≤ −  

при выполнении достаточных условий экстремума 2 0id U > , 1,..., ci m= , где 

2 2 0T
i s i sd U du Au= > , 1,..., ci m= . Обозначим 11

2iQ A−= − − c cm m× −матрица, 

B- 1 n× -матрица. Тогда  

1 11 1 12 2 1
...

cc
mm

u q b q b q b< + + + ; 2 21 1 22 2 2...
c cm mu q b q b q b< + + + ; 

… 

1 1 2 2 ...
c c c c c cm m m m m mu q b q b q b< + + + . 

На основе работы  [2] запишется система правил при описанных в [2] 
функциях принадлежности (см. рис.). Управление выбирается на основе 

выражения  1

1

r

i ii
r

ii

Au
u

A
=

=

= ∑
∑

, i iA α= , 0iα ≠ , с применением введенных функ-

ций принадлежности. 
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Рис.1. Функции принадлежности 1x и 2x  

4. Линейная дискретная система управления 
Для линейной системы 

 1s s sx Ax Bu+ = + ,   (4.1) 

A n n− × − B n m− × −постоянные матрицы. ВФЛ также выбирается в виде  

1 2,( , ,..., )
c

T
mv v v v=  с компонентами T

i s j sv x P x= , 1,..., cj m= ; T
i i iA PA P G− = . 

Выбирается линейная разностная  система cv A v∆ < , 

1 2( , ,..., )
c

T
s s s smv v v v∆ = ∆ ∆ ∆ .  

Или 1 1 2 22 ...
c

T T T T T c c c
s i s s s s i i i i mx G x x A Bu u B PBu a v a v a v+ + ≤ + + + или 

T T
s iu B PBu 2 T T

s sx A Bu+ ≤
1

cm c T
ij s j s i sj

a x P x x G x
=

−∑ , 1,..., ci m= . Введем 

обозначения 
T

iA B PB=   ( 0)> ; 2 T T
sB x A B= ;

1

cm c T
i ij s j s i sj

C a x P x x G x
=

= −∑ . 

Разностное уравнение принимает вид 
0T

s s su Du Cu R+ − ≤  

Обозначим T
i s i s i s iU u Au Bu C= + + . Вычислим первый дифференциал 

2T T T T T T T
i i s s s s sdU du A u Adu du C du Du du B= + + = + .  

Из уравнений 
2 0T

i s iAu B+ = , 1,..., ci m=  или 

1 12 0T
i sA u B− + = ; 2 22 0T

sA u B+ = ; … 2 0
c c

T
m s mA u B+ = ; 

определяется регулятор 
11

2
T

s i iu A B−= −  

при выполнении достаточного условия экстремума 
2 0id U > или 2 2 0T

i s i sd U du Adu= > или 0iA > , 1,..., ci m= . 
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Аналогично запишется теорема ( 11

2i iQ A−= − , T
i iA B PB=   ( 0)> ; 

2 T T
sB x A B= ; 

1

cm c T
i ij s j s i sj

C a x P x x G x
=

= −∑ ). 

На каждом интервале дискретности применим нейросетевую добавку 
для нейронечеткой аппроксимации системы управления,  основанной на  
T-S-модели. FLC-регулятор  и RBF NN –регулятор в случае правильной 
настройки в процессе управления устраняют автоматически все ошибки 
аппроксимацию. Выбранный вариант (RBF NN –регулятор) позволяет в 
реальном времени проводить необходимую настройку. Выберем нейрон-
ную сеть, основанную на радиально-базисных функциях (RBF NN control-
ler)/( RBF сеть). RBF NN   [8]  предназначена для аппроксимации функций, 
заданных в неявном виде, набором шаблонов. RBF NN имеет единствен-
ный скрытый слой, только нейроны скрытого слоя имеют нелинейную ак-
тивационную функцию. Для настройки выбираем для рассмотрения уже 
cинтезированный процесс на основе модального синтеза или на основе 
LQR-метода или FLC-нечеткого регулятора. Рассмотрим следующие обоз-
начения: 1 2( , , , )nc c c c= K  - вектор координат центра активационной функ-

ции нейрона скрытого слоя; jσ  - ширина окна активационной функции j -

го нейрона скрытого слоя;          

2

1
2

( )

( , )

n

j j
j

X c

f X c e σ
=

− −∑

=  - радиально-

симметричная активационная функция нейрона скрытого слоя;    ,i jω  - вес 

связи между i -м нейроном исходного слоя  j -м нейроном скрытого слоя.   
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При использовании ЭВМ для управления электродвигателями посто-
янного тока, пропорциональными электрогидравлическими или пневмати-
ческими клапанами и другими исполнительными устройствами в сложных 
системах управления (таких как управление летательными аппаратами, су-
довыми системами или силовыми установками [2 с.88]), требующими ре-
версирования тока или его изменения проходящего через нуль, применяет-
ся широтно-импульсная модуляция (ШИМ).  

В основном используются два вида реверсивнойШИМ. Модуляция, 
когда в выходном сигнале модулятора постоянная составляющая изменя-
ется за счет изменения соотношения между длительностями положитель-
ного Т+ и отрицательного Т- импульсов чаще всего при постоянном перио-
де сигнала Т (Рис 1). При этом амплитуды положительного и отрицатель-
ного импульсов одинаковы Uпит, а соотношение между Т+ и Т- характери-

зуется коэффициентом командыКк=  . Постоянная составляющая вы-

ходного сигнала Uвых ср=Uпит . Такой вид ШИМ называется ДРМ-2 

[1, с.242] 
Другой вид реверсивной ШИМ называется ОРМ[1, с.242] и при такой 

модуляции для изменения постоянной составляющей выходного сигнала 
изменению подвергается соотношение между длительностью импульса  

и паузы(Рис 2), при чем в выходном сигнале присутствуют импульсы од-
ной полярности, зависящей от необходимой полярности выходного сигна-
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ла. Коэффициент команды для ОРМ определяется выражением Кк= , где 

длительность импульса, а Т -постоянный период сигнала. Длитель-

ность паузы равна =Т - . 

 
Рис. 1. ДРМ-2 

 
Рис. 2. ОРМ 

Сравнение методов модуляции ДРМ-2 и ОРМ позволяет сделать вы-
вод, что эти виды модуляции имеют свои недостатки и преимущества. 

1. КПД ДРМ-2 зависит от величины ǀКкǀ и при ǀКкǀ≥ 1, без учета 
потерь на ключах, стремиться к 100%,По мере уменьшения ǀКкǀ увели-
чивается длительность импульсов полярности противоположной полярно-
сти Кк за счет уменьшения длительность импульсов полярности совпа-
дающей с полярностью КкТаким образом, все больше становится время ре-
версирования тока нагрузки, что снижает КПД. При Кк→0 коэффициент 
полезного действия ДРМ-2 теоретически и практически стремится к 0, так 
как среднее значение тока нагрузки равно нулю, а потребление тока опре-
деляется только напряжением питания и сопротивлением нагрузки.Но при 
этом статическая характеристика модулятора проходит через нуль и не 
имеет зоны не чувствительности.  

При малых Кк в модуляторе ОРМ необходимо формировать весьма 
малые длительности , что вызывает появление аппаратных и схемотех-
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нических проблем и вследствиеэтого появление зоны нечувствительности 
в статической характеристике модулятора вблизи нуля. При модуляции 
ДРМ-2 этой проблемы нет. 

 
Рис. 3. Вид выходного сигнала при малом Кк 

2. В модуляторе ДРМ-2 существует аппаратная проблема «сквозного» 
тока. Суть проблемы в следующем: нагрузка модулятора включается в 
мостовую схему из четырех управляемых ключей, причем в любой момент 
времени должны быть открыты только два ключа, определяя направление 
протекания тока через нагрузку. 

 Вследствие не идеальности ключей время открывания и закрывания 
ключей не равны нулю и в процессе переключения полярности тока, про-
текающего через нагрузку, открытыми могут оказаться все четыре ключа 
(Рис 4). 

В этот момент нагрузка и источник питания модулятора оказываются-
замкнутым на параллельную цепь из двух последовательно включенных 
открытых ключей. При малом омическом сопротивлении ключей защита 
блока питания отключает модулятор или, при отсутствии защиты, проис-
ходит авария. 

               
Рис. 4. Включение нагрузки                Рис. 5. «Мертвое» время 

Для устранения «сквозного» тока необходимо введение «мертвого» 
времени Тм, (Рис 5)когда при переключении все четыре ключа моста за-
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крыты.Продолжительность этого времени должна превышать время пере-
ключения управляющих ключей и зачастую не превышает 0,01÷0,03 пе-
риода Т. Максимальное значение Uвых срприКк = 1уменьшается на величину 
напряжения на двух открытых ключах моста и ещё, из-за наличия «мертво-
го» времени, на 2÷6% относительноUпит. 

В данной работе предлагается реализовать алгоритм формирования 
ШИМ сигнала сочетающий точность и аппаратную реализуемость ДРМ-2 
при малых Кк и преимущества высокого КПД ОРМ при больших сигналах. 
Назовем такой вид модуляции Модифицированной Реверсивной широтно 
импульсной Модуляцией (МРМ). 

При больших Кк ≥ β, где β зависит от характера нагрузки и аппарат-
ных возможностей, сигнал ШИМ формируется как сигнал ОРМ, однопо-
лярные импульсы переменной длительности при постоянном периоде Т=Ти 
+ Тп. При Кк<βсигнал ШИМ двух полярный, но отличается от ДРМ-2 тем 
что импульсы одной полярности, совпадающей по знаку с Кк , имеют по-
стоянную длительность равную (Ти+Тп)β =Тβ, а импульсы другой полярно-

сти имеют длительность определяемую из соотношения Кк=  где 

Т=Т++Т- = Ти+Тп. 
При формировании МРМ по такому алгоритму при Кк>β сохраняется 

высокий КПД ОРМ, а при Кк<β сохраняется высокая точность и воспроиз-
водимость нуля не хуже чем в ДРМ-2 (Рис 6). Оценить величину коммута-
ционных потерь, определяющих КПД без учета потерь на ключах моста, 
при Кк = 0 можно как те же потери что и в ДРМ-2, но уменьшенные в  

раза. Потери приβ>Кк> -β изменяются от максимума, определенного приКк 
= 0, до 0 на краях этого диапазона.Тепловые потери в ключах, в зависимо-
сти от физической природы применяемых в ключах элементов, определя-
ются падением напряжения на них. Что составляет 1,4÷2 вольта для клю-
чей на биполярных транзисторах, тиристорах или IGBT или зависят от 
токаиR(ds(on))-сопротивленияключа в открытом состоянии, которое может 
составлять от единиц до сотен мОм в ключах на основе MOSFET. 

Другие вопросы, связанные с состоянием нагрузки и ключей в про-
цессе коммутации и в паузе между импульсами, могут решаться схемотех-
ническими, аппаратными или программными методами, не затрагивая ал-
горитмов модуляции. При размыкании ключей коммутирующих нагрузку 
индуктивного характера возникает ЭДС самоиндукции, которая может 
привести к электрическому пробою одного или реже нескольких ключей, и 
вторая проблема – нагрузка, оставшаяся разомкнутой в паузе между им-
пульсами. Если решение защиты от пробоя ключей решается схемотехни-
ческими методами, то решение проблемы поведения нагрузки в паузе ме-
жду импульсами не так просто. 
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Рис. 6. Выходные сигналы при МРМ 
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 Если нагрузка модулятора электродвигатель, то его якорь, замкнутый 
на сопротивление, находится в режиме динамического торможения и соз-
дает тормозящий момент пропорциональный скорости вращения и обратно 
пропорциональный сопротивлению в цепи якоря. Если цепь якоря разомк-
нута, то якорь ведет себя как тело, с некоторым трением вращающееся по 
инерции на оси. Величины момента трения и момента динамического тор-
можения могут различаться на порядки. Если двигатель работает в услови-
ях, когда нагрузка на его валу может существенно изменяться, динамика 
его поведения может зависеть от состояния, в каком находится двигатель 
при паузах ШИМ. Следовательно, надо обеспечить возможность, принеоб-
ходимости, программно создавать режим динамического торможения, за-
корачивая нагрузкуво время паузы между импульсами. 

Предлагается следующая схема (Рис 7) МРМ-модулятора с микропро-
цессором, элементами гальвано развязки, ключами на MOSFET с драйве-
рамии диодами искра гашения (для уменьшения ЭДС самоиндукции). 

При ǀКкǀ≥ 1 ключи в зависимости от полярностиКк открыты 
постоянно. В интервале 1>ǀКкǀ>β сигнал, управляющий ключами, на 
время зависящее от величины Кк. подается в цепи управления ключей К1, 
К4 или К2, К3 определяя полярность выходного напряжения. 

 
Рис. 7. Схема МРМ модулятора 
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При необходимости использования в паузе режима динамического 
торможения, в алгоритм модуляции вводится «мёртвое» время и на время 
паузы включаются в открытое состояниеключи моста К1, К3 или К2, К4(Рис 
7). По окончании режима динамического торможения после «мёртвого» 
времени вновь включаются ключи на подачу тока в нагрузку. Таким 
образом в нагрузке протекают импульсы тока одной полярности чередуясь 
с паузами в течении которых, при необходимости, может осуществляться 
режим динамического торможения. 

При ǀКкǀ≤β сигнал, управляющий ключами, на время импульса Ти 
зависящее от Кк. подается в цепи управления ключей К1, К4 или К2, 
К3,определяя полярность и среднюю величину выходного напряжения 
модулятора.При Кк≤β необходимость введения «мертвого» времени и 
режима динамического торможенияне возникает так как импульсы 
чередуются с паузами, а момент динамического торможения на валу 
двигателя при малых скоростях незначителен. 
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IDENTIFICATION PAPAMETERS OF ANGULAR MOVEMENT TAR-
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Введение. Задача оценивания координат и скоростей подвижных объ-
ектов по последовательности измерений, формируемых радиолокационной 
или оптико-электронной системой, является основной задачей для любой 
системы слежения за целью. Для ее решения разработано значительное 
число алгоритмов, базирующихся, в основном, на известном рекуррентном 
алгоритме фильтра Калмана, эффективно реализуемом на цифровых вы-
числителях [1,2]. Однако при решении прикладных задач не всегда удается 
обеспечить заданную точность оценивания или предсказания положения 
цели. Обусловлено это в первую очередь нелинейным характером моделей 
движения цели и измерений. При этом упрощение нелинейных моделей, 
например, при использовании расширенного фильтра Калмана, может су-
щественно снизить эффективность алгоритмов оценивания и предсказания 
значений координат и скоростей в реальных системах слежения за целями. 

В связи с этим в данном докладе предлагается алгоритм предсказания 
углового положения цели для оптической следящей системы с использова-
нием нелинейной модели ее углового движения. При этом предполагается, 
что на конечном интервале времени слежения цель движется прямолиней-
но с постоянной скоростью, что часто имеет место на практике. 

Постановка задачи. Рассматривается пространственная модель дви-
жения цели в неподвижной системе координат ( )0 0 0 0, ,S y zx , связанной с 

землей, которая принимается инерциальной. При этом оси 0 0,x y  располо-
жены в плоскости горизонта, ось 0z  направлена вертикально вверх.  

Будем полагать, что на интервале времени ( ) ( 1)[ , ]k kt t + , 0,1,2,...k =  цель 
движется с постоянной скоростью по прямой линии, проекции которой на 
плоскости системы координат 0S  не проходят через начало координат.  

Рассмотрим сначала проекцию траектории движения цели на горизон-
тальную плоскость ( )0 0 0, ,0S yx . При этом, как показано на рис. 1, точка С 
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движется с постоянной скоростью CV . Введем вспомогательную систему 

координат ( )0 0 0, ,0xS y′′ ′  так, чтобы ось 0Ox′  была параллельна проекции 

траектории движения цели. 

 
Рис. 1. Проекция прямолинейной траектории движения цели (точка С) на плоскость 

( )0 0 0, ,0S yx
  

Тогда здесь можно записать:  

  0 0 0

0 0 0

cosγ+ sinγ,

sinγ cosγ,

x y

y

x

x y′
′ =

= − +
 (1) 

  ( ) 0

0

ctg α γ =
x

y

′
−

′
. (2) 

Продифференцируем выражение (2) с учетом (1), γ=const, 0=consty′ , 
из которого получим уравнение для угла азимута: 

  2
α 0 1 2α sin (α γ) sin 2α cos2αa a a a= − = + +& , (3) 

где 0
α

0

x
a

y

′−=
′
&

, 0 α0,5a a= , 1 0sin 2γa a= − , 2 0cos2γa a= −  – постоянные коэф-

фициенты. 

Введем вектора [ ]0 1 2
T

a a a a= , ( ) [ ]φ α 1 sin 2α cos2α
T= , тогда 

уравнение (3) можно записать в виде: 

  ( )α φ αTa=& . (4) 

Поскольку по условию задачи оптический прибор следит за движени-
ем цели с заданной точностью, введем подвижную систему координат 

( )0 0 0,0,xS z′ ′′′ , где ось координаты 0x′′  проходит через точкуC  (рис.1). 

Тогда аналогично получим уравнение для угла места: 
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  2
θ 0 1 2θ sin (θ β) sin 2θ cos2θb b b b= − = + +& , (5) 

где 0
θ

0

x
b

z

′−=
′
&%

%
, 0 θ0,5b b= , 0 0 0cosβ+ sinβ,x x z′ ′′=%  0 0 0cosα+ sinαx x y′′ = , 0 constz′ =% , 

1 0sin 2βb b= − , 2 0cos2βb b= − , β  – постоянный угол (аналогичный углу γ ).  

Выражение для производной 0x′&%  будет иметь вид: 

 ( ) ( )0 0 0 0 0 0cosα+ sinα sinα+ cosα α cosβ+ sinβx x y x y z′  = + − 
& &% & & & . 

Учитывая, что 0 0sinα+ cosα 0x y− = , 0 0cosα sinαx y l+ = && & , где 
2 2
0 0l x y= + , получим:  

 0 0cosβ+ sinβx l z′ = &&% & .  
Уравнение (5) можно переписать в виде: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

0 1 2 3 4

5 6 7 8

θ sin 2θ cos2θ sinα cosα

        sin α 2θ cos α 2θ sin α+2θ cos α+2θ ,

b b b b b

b b b b

= + + + + +
+ − + − + +

&
 (6) 

где , 0,8ib i =  – постоянные коэффициенты. С помощью векторов 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ψ θ,α 1 sin2θ  cos2θ  sinα  cosα  sin α 2θ  cos α 2θ  sin α+2θ  cos α+2θ ,
T

= − −  

[ ]0 1 2 3 4 5 6 7 8
T

b b b b b b b b b b=  уравнение (6) можно переписать 

в виде: 

  ( )θ ψ θ,αTb=& . (7) 

Если предположить, что на интервале времени ( ) ( 1)[ , ]k kt t +  значение 

constl ≈& , то в уравнении (5) коэффициенты 0b , 1b , 2b  будут постоянными 
и можно записать: 

  ( )θ ψ θTb=& , (8) 

где [ ]0 1 2
T

b b b b= , ( ) [ ]ψ θ 1 sin 2θ cos2θ
T= . 

Таким образом, для принятых условий движения цели задача опреде-
ления положения цели сводится к идентификации неизвестных постоян-
ных векторов a и b. 

Решение задачи. Рассмотрим способ оценивания координат α̂ , α̂&  и θ̂  

θ̂
&
 на интервале времени ( ) ( 1)[ , ]k kt t +  за время наблюдения нt∆  по результа-

там измерений в дискретные моменты времени it iT=  при 0,i N= ; ( )
0

kt t=  
с периодом дискретности н /T t N= ∆ :  

  ( ) ( ) ( )и αα α ξi i it t t= + , (9) 
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  ( ) ( ) ( )и θθ θ ξi i it t t= + , (10) 

Здесь αξ , θξ  – помехи измерений от датчиков углов поворотного уст-
ройства оптического прибора и гироскопических датчиков углов поворота 
основания прибора, вызванного упругими колебаниями транспортного 
средства. 

Оценивания углов проводится независимо, поэтому приведем способ 
их оценки на примере угла азимута. Также как и в работе [3] будем ис-
пользовать вспомогательную линейную модель движения цели, которая 
является достаточно универсальной в различных приложениях [4]. Отме-
тим, что в отличие от работы [3], здесь в оптической следящей системе 
проводится измерение не координат цели, а ее угловое положение. 

Для дискретных моментов времени it iT=  уравнение модели для угла 

iα  имеет вид: 

  
1 ,

,

i i

i i i

i

T

x Ax bw

z h x v

−= +

= +
, (11) 

где [ ]i i i
T

x α α= &  – вектор состояния, iα&  – угловая скорость; ( )иαi iz t=  – 

измеряемый выход; ( )~ 0,iw N Q  и ( )~ 0,iv N R  – входной сигнал и помеха 

измерения в виде белого шума с нулевым средним и дисперсией Q  и R 

соответственно; 
1

0 1

T
A

 
=  
 

, 
20,5T

b
T

 
=  
 

, [ ]1 0Th = . 

Оценка вектора состояния ˆix  для сравнения проводится с помощью 

двух фильтров: ансцентный фильтр Калмана (АФК) [5] и робастной фильтр 
Калмана (РФК) [6]. При этом полученные оценки вектора ˆix  используются 

в уравнении (3) для идентификации вектора параметров a или параметров 

αa , γ  в реальном времени. 

Идентификации вектора параметров a модели (3) проводится с по-
мощью линейного метода наименьших квадратов (МНК) [7], а для оценки 
параметров αa , γ  используется метод Левенберга-Марквардта [8].  

Результаты моделирования. Для проверки работоспособности пред-
ложенных алгоритмов проведено моделирование следящей системы по уг-
лу азимута, рассмотренной в работе [9].  

Движение цели задается по уравнению (3) при значениях α 11,45a =  

град/с, γ 18= град. В модели (11) приняты значения: период дискретности 

0,001T = сек; Q = 10, 0,328R=  (СКО шума измерения ( )αξi iv t=  равно 

0,573 град). 



 
 

36

Результаты моделирования алгоритмов оценивания АФК и РФК для 
вектора ix  модели (11), с использованием процессора Intel(R) (Core(TM) i5 
CPU@2.4GHz), приведены на рис. 2. При этом для текущей оценки вектора 
ˆix  по алгоритму АФК потребовалось 55,5 10−× сек, а по алгоритму РФК – 

52 10−×  сек, что существенно меньше значения периода дискретности T . 

 
a 

 
б 

Рис. 2. Значения координат движения цели и их оценки:  а – для текущего значения α и 

оценки α̂ ;  б) – для текущего значения α&  и оценки α̂& .  

С помощью полученных оценок α̂ , α̂&  по алгоритмам АФК и РФК 
проведено оценивание параметров модели (3).  

В таблице 1 приведены значения оцениваемых параметров с помощью 
алгоритмов АФК, РФК и МНЛ, МЛМ за время идентификации [1;15] и 
[1;18] сек.  

Таблица 1 
Значения оцениваемых параметров αâ , γ̂  

АФК[1;15] сек РФК[1;15] сек АФК[1;18] сек РФК[1;18] сек 
Метод 

αâ  γ̂  αâ  γ̂  αâ  γ̂  αâ  γ̂  
МНК 11,57 16,28 11,43 17,91 11,76 15,68 11,56 17,56 
МЛМ 11,08 18,82 11,66 17,10 11,41 17,88 11,61 17,27 
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В таблице 2 приведены значения оцениваемых параметров с помощью 
АФК, РФК и МНЛ, МЛМ за время идентификации [1; 15] и [1; 18] сек при 
заданных значениях α 28,65a =  град/с, γ 36= град. 

Таблица 2 
Значения оцениваемых параметров αâ , γ̂  

АФК[1;15] сек РФК[1;15] сек АФК[1;18] сек РФК[1;18] сек 
Метод 

αâ  γ̂  αâ  γ̂  αâ  γ̂  αâ  γ̂  
МНК 27,61 31,55 28,98 34,73 27,72 31,68 29,12 34,93 
МЛМ 27,92 23,12 29,43 35,65 28,79 33,93 29,43 35,68 

 

С помощью алгоритмов АФК, РФК и МЛМ с нелинейной моделью (3) 
проведено моделирование предсказания положения цели при заданных 
значениях ее параметров α 11,45a =  град/с, γ 18= град. При этом предпола-
гается, что начиная с момента времени 

0
15jt = сек цель становится невиди-

мой (измерения (9) не проводятся) и с помощью алгоритма МЛМ оцени-
ваются параметры αâ , γ̂ , и строится предсказание ее углового положения 
по модели (3). Результаты моделирования представлены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Оценки и предсказания фильтры АФК, РФК и результаты моделирования МЛМ 

для реального угла α  

Из результатов моделирования рис. 3 следует, что наилучшее пред-
сказание положения цели здесь достигается с помощью алгоритмов РФК и 
МЛМ. При этом наибольшая ошибка предсказания углового положения 
цели на интервале времени [15; 100] сек не превышает 1 град, что дает 
возможность дальнейшего слежения за целью при появлении ее оптиче-
ского изображения.  

Для сравнения на рис. 3 показаны результаты предсказания положе-
ния цели с помощью алгоритмов АФК и РФК с использованием линейной 
модели (11) при потере цели на интервалах времени [20; 30], [50; 60] и [80; 
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90] сек. При этом наибольшая ошибка предсказания возникает на интерва-
ле времени [20; 30] и равна 37 град для алгоритма АФК, и 32,5 град для ал-
горитма РФК. Отметим, что на рис. 3 нелинейный характер отклонения 
оценки угла α̂  по алгоритму РФК связан с расширением модели (11) с уче-
том модели возмущения. 

Повышение точности оценивания параметров может быть получено с 
помощью других известных методов, но при этом требуется большее чис-
ло выполняемых операций. Так, например, при использовании метода 
Еstimation gray box [10], реализованного в MatLab, с алгоритмов РФК наи-
большая ошибка предсказания углового положения не превышает 0,15 
град, но при этом не удается использовать данный алгоритм в режиме ре-
ального времени. Однако при использовании специализированных аппа-
ратно-программных средств быстродействие данного алгоритма может 
быть повышено для практического использования в реальном времени.  

Аналогично с помощью указанных алгоритмов определяются оценки 
параметров модели (5) или (6). 

Выводы. Таким образом, в докладе предложен алгоритм предсказа-
ния углового положения цели для оптической следящей системы с исполь-
зованием нелинейной модели ее углового движения. С помощью модели-
рования проведен сравнительный анализ известных алгоритмов оценива-
ния угла и угловой скорости движения цели, а также алгоритмов иденти-
фикации параметров модели цели. Показано, что с помощью предложен-
ных алгоритмов удается обеспечить более высокую точность предсказания 
углового положения цели по сравнению с известными алгоритмами при 
наличии помех измерений. 
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Введение. Рассматривается гарантирующий подход к задаче оцени-
вания состояний линейных систем нейтрального типа. Предполагается, что 
начальное состояние неизвестно, а нормы неопределённых детерминиро-
ванных возмущений в системе ограничены заданным числом. Вводятся 
бесконечномерные информационные множества в подходящем гильберто-
вом пространстве и исследуются их свойства. Рассмотрены некоторые 
частные случаи и примеры. Изучение проблемы оценивания состояний 
линейных дифференциальных систем в бесконечномерных пространствах 
к настоящему моменту имеет достаточно длинную историю. Достаточно 
общий подход монографии [1] получил дальнейшее развитие в [2-6]. 
Основным математическим аппаратом здесь служит теория замкнутых 
операторов в гильбертовом пространстве и полугрупп класса 0C . Будем 
рассматривать частично наблюдаемую и автономную систему нейтраль-
ного типа  

 ),()(G=)(),()(=)( tCvztytBvLzDz
dt

d
ttt +⋅+⋅⋅  (1) 

где )(=)( stzszt + , D , L  -- операторы, действующие на непрерывные 

функции по формулам  

),()]([=)(),()]([(0)=)(
0

1

0

1
ssdLssdD φηφφµφφ ∫∫ −−

⋅−⋅  

c функциональными матрицами )(⋅µ , )(⋅η , элементы которых имеют 
ограниченную вариацию, 0=(0)µ . Более подробно о матрицах см. [7]. 

Здесь и далее ,)( ntz R∈ ,)( mty R∈ ptv R∈)( ; матрицы B , C  имеют подходящие 
размеры. Далее предполагается лишь два вида оператора G : либо 

(0)=)(G φφ G⋅ , либо 1)(=)(G −⋅ φφ G , где G  -- матрица подходящего размера. 
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Систему (1) будем рассматривать в гильбертовом пространстве 
)1,0;(= 2 nn LH RR −× . Известно [7], что решение системы (1) с начальной 

функцией )1,0;( nC R−∈φ  можно представить как  

 
.)()()]([)()]([)(=)(

,)()(=)(),(=)()]([)(

0101

00

dssBvdssdstsdDtf

dssttktfszstkdtz
ttt

tt

∫∫∫∫
∫∫

+++++⋅

−+−−−
−

−

−

−
ττφηφµφ

ηµ
τ  (2) 

Используя резольвенту ρ :  ),()]([)(=)()]([)(=)(
00

sstkdtkskstdtkt
tt

ρρρ −+−−+− ∫∫  

окончательно представляем решение как  

 ).()]([)(=)(
0

sfstdtftz
t

−− ∫ ρ  (3) 

 Однако в отличие от уравнений запаздывающего типа непрерывное 
решение (3) имеет лишь ограниченную вариацию и не является абсолютно 
непрерывной функцией. Поэтому сделаем   

Предположение 1. Производная функции )(tµ  имеет вид 

,)()(=)(
1=0 ii

N

i
tAtAt τδµ −+ −∑& 0<<<<1= 21 Nτττ K− и элементы матриц )(0 ⋅A  

принадлежат пространству )1,0;(2 nL R− . Здесь )( τδ −t − дельта функция 
Дирака.  

При предположении 1, так же, как и в [6], оказывается, что решение 
системы (1) уже будет абсолютно непрерывной функцией с производной 
из );(0,2 n

locL R∞ , если начальная функция φ  непрерывна и имеет 
производную из 2L . Теперь систему (1) можно записать в гильбертовом 
пространстве H  как  

  ),()(=)(),()(=)( tCvtxtytvtxtx ++ GBA&  (4) 

где ;0][= BvvB , ]G[0,=G  и A  -- инфинитезимальный генератор 0C -

полугруппы tT , определяемый следующим образом: 
)].();([=)(],)/();([=)( ⋅⋅ ttt ztutxddzLztx ττA  

Здесь и далее используются обозначения, принятые в Матлабе: ];[ BA  -
- означает совокупность операторов или векторов, записанных в столбец, 
символ ],[ BA  -- означает совокупность операторов или векторов, 
записанных в строку. Область определения )}(=,)(:)](;{[=)( 1,2 ⋅∈⋅⋅ φφφ DuWuAD  
замкнутого оператора A  плотна в пространстве H , поскольку 
пространство Соболева 1,2W  состоит из абсолютно непрерывных функций с 
производной из )1,0;(2 nL R−  и выполняется предположение 1. Для любого 
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отрезка ][0,T , любой входящей функции );(0,)( 2 pTLv R∈⋅  и всякого 
начального условия )(0 AD∈x  существует единственное решение системы 
(1), (2) представимое в виде  

  ,)(=)(
00 τττ dvxtx t

t

t BTT −∫+  (5) 

причём )(⋅x −непрерывная функция, удовлетворяющая уравнениям (1), (3), 
(5). Данный результат доказан в [7], см. также [8]. Из представлений (2), 
(3) следует, что существует также и обобщённое решение в случае, 
например, разрывных кусочно-непрерывных начальных данных, если 
интегралы понимать в смысле Лебега-Стильтьеса. Однако такое решение 
будет уже разрывным. 

Предположим, что начальное состояние системы (1) или (5) 
полностью неизвестно, а неопределённая входная функция )(⋅v  ограничена 
по норме, то есть ν≤⋅ );(0,)( 2 pL Tv R|||| , 0>ν . Цель настоящей работы − 

описать информационное множество системы (2), состоящее из всех 
векторов HTx ∈)( , для которых найдутся начальное условие 0x  и функция 

)(⋅v , реализующие измеренный сигнал )(⋅y  почти всюду. Рассмотрены 
также конечномерные аппроксимации задачи и некоторые примеры. 
Данная задача для конечномерных систем исследовалась в книге [9] и 
обобщалась во многих последующих работах, составивших теорию 
гарантированного оценивания [10-12]. Для бесконечномерных систем 
запаздывающего типа в работах [13] и [14] получены определяющие 
соотношения и выведены уравнения, определяющие параметры 
информационного множества. Системы с частными производными 
исследовались в [15]. 

Наблюдаемость уравнений нейтрального типа. Изложим вначале 
некоторые общие факты об уравнениях нейтрального типа. Введём 
матрицу -- λλλλ LeDe −∆ =)(  и характеристическое уравнение det 0=)(λ∆ . Все 
комплексные корни характеристического уравнения образуют спектр )(Aσ  
оператора A . Спектр )(Aσ  -- счётное множество. Для всякого вектора ∈v  
ker )(λ∆ , где )(Aσλ ∈ , функция )(];[ AD-- ∈vevDe λλ  является собственным 
вектором, соответствующим числу λ . Спектр )(Aσ  целиком находится в 
левой полуплоскости }:{ κλλ ≤Re  для некоторого 0>κ . Ещё один полезный 
результат заключается в следующем. Пусть λM − обобщённое собственное 
подпространство, содержащее все подпространства ker kI )( A−λ , K0,1,=k . 
Тогда =λM  ker kI )( A−λ  для некоторого целого k, причём пространство λM  
конечномерно. Здесь и далее I − тождественный оператор. Доказательства 
этих фактов изложены в [7].Также как в [5] введём гильбертово 



 
 

43

пространство )(=1 ADH  c нормой HI ||A|||||| φλφ )(=1 − , где )(Aρλ ∈ , )(Aρ − 
резольвентное множество. Все такие нормы эквивалентны для всякого 

)(Aρλ ∈ , а также они эквивалентны граф-норме. Пространство 1H  плотно и 
непрерывно вложено в основное пространство H . Это пространство H  
расширяется до пространства 1−H  путём пополнения по резольвентной 
норме HI ||A|||||| φλφ 1

1 )(= −
− − , где )(Aρλ ∈ . Имеем 1−⊂ HH , причём вложение 

плотно и непрерывно. Пусть )(HL  -- пространство непрерывных линейных 
операторов из H  в H . Тогда, если )(HL L∈ , )()( ADAD ⊂L , то )( 1HL L∈ . 
Сопряжённый оператор *A  имеет те же свойства, что и A . Если )(HL L∈ , 

)()( *** ADAD ⊂L , то оператор L  имеет единственное расширение )(
~

1−∈ HL L . 
Сам оператор A  также допускает расширение в следующем смысле. Во-
первых, отметим, что ),( 1 HHLA ∈ . Во-вторых, существует единственное 
расширение ),(

~
1−∈ HHLA  для оператора A.  Более того, операторы 

),()( 1
1 HHI LA ∈− −λ  и ),()

~
( 1

1 HHI −
− ∈− LAλ  унитарны для )(Aρλ ∈ . 

Доказательства даны в [5]. Из сказанного вытекает, что ввиду 
)()( ADADT ⊂t , имеем )( 1Ht LT ∈ . Но более важно, что операторы 

)()
~

()
~

(=
~

1
1

−
− ∈−− HII tt LATAT λλ  образуют 0C -полугруппу с генератором .A

~
 

Беря степени резольвент, можно строить пространства-итерации kH  и kH− . 
Теперь перейдём к понятиям наблюдаемости. Для этого рассмотрим 

систему (4) с 0=)(⋅v . Введём оператор ,= 00 xx -GTK  рассматриваемый в 

пространстве .));(0,,( 2
1

mTLH RL  Система ),( GA  называется  на ][0,T , если 
0=0xK  влечёт 0=0x , то есть в том случае, когда ker 0=K . Система ),( GA  

называется  непрерывно наблюдаемой на ][0,T , если  

  ,2 2
0

2
00 HTmt

T
xdtx ||T||||GT||

R
γ≥∫  (6) 

для некоторой константы γ  и всех )(0 AD∈x . Понятие наблюдаемости в 

виде (6) будет для нас основным, поскольку мы рассматриваем 
информационные множества в момент T . Отметим, что оператор G  
является конечномерным, но неограниченным в H  и не замкнутым. 
Однако этот оператор допустим в том смысле, что 

).(,2
0

2
0

2
00

AD||||||GT||
R

∈∀≤∫ xxdtx Hmt

T
κ Здесь даже можно перейти к 

расширению 1−H  пространства H  и заменить tT  на tT
~  норму H|||| ⋅  на 1−⋅ |||| . 

Всё это выполняется при предположении 1 с учётом оценок для 
резольвенты в представлении (3), [7]. Понятие финальной непрерывной 
наблюдаемости является двойственным понятию полной управляемости. 
Весьма часто двойственное V ′  к гильбертовому V  не отождествляется с 
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ним по теореме Рисса, а значение функционала функционала на элементе v  
записывается в виде ., ,VVuv ′〉〈  В этом смысле двойственным к пространству 

1H  является пространство dH 1− , которое совпадает с пополнением H  по 

норме H
d I ||A|||||| φλφ 1*
1 )(= −− , )( *Aρλ ∈ . Таким образом, сопряжённый 

оператор *K  удовлетворяет следующему соотношению 

.,)(,=);(0,)(,
11

*
020 dHmL HuxTux

−
〉⋅〈〉⋅〈 KRK  

Обратимся ещё к вычислению сопряжённого оператора *A . 
Сопряжённое к (2) вольтеррово уравнение имеет вид  

  0.),(=)]([)()(
0

≤−+ ∫ ssgsrkdrwsw
s

 (7) 

 Здесь функции )(),( ⋅⋅ gw −n -векторные строки, а функция )(⋅k  
определена в (2). Решение уравнения (7) записывается с помощью 

резольвенты из (3): )]([)()(=)(
0

srdrgsgsw
s

−+ ∫ ρ . В общем случае даже в 

условиях предположения 1 получить генератор в гильбертовом 
пространстве для полугруппы, порождаемой уравнением (7), совсем не 
просто. Сделаем это в одном частном случае.   

Лемма 1. Пусть оператор dsssAAD )()(1)((0)=)( 0

0

11 φφφφ ∫−− −−−⋅ , а 

dsssAL )()(=)( 1

0

1
φφ ∫−⋅ , где матричная функция 1A  имеет те же свойства, что и 

0A . Тогда гильбертов сопряжённый оператор *A  с плотной областью 
определения })(1),(=(0):)](,{[=)( 1,2

1
* WzzAzzv ∈⋅−⋅ −AD  в H  определяется как 

)]()()((0)(0),[=)](,[ 10
* ⋅−⋅+⋅⋅ zvAAzzzv &A .   

Доказательство. Рассмотрим подробнее скалярное произведение  

,)](;[)],(,[=)()()(=

)())()()((0)((0)=)](;[)],(,[

0

1

10

0

1

*

〉⋅⋅〈+⋅

−++〉⋅⋅〈

∫

∫

−

−

φφφ

φφ

uzvdssszvL

dssszsvAsAzuzuzv

A

A

&

&

 

где произведено интегрирование по частям и учтена область определения 
операторов. Полученное равенство доказывает лемму.          

Условие (6) также трудно проверить. При условиях леммы 1 в [6] 
доказан следующий результат.  

Теорема 1. Система (1), (4) с выходом 1)(=)( −tGzty  финально 
непрерывно наблюдаема тогда и только тогда, когда выполняются два 
условия:    ker {0}=]);([ Gλ∆  для всех комплексных λ ; ker {0}=];[ 1 GAI −−λ  для 
всех комплексных 0≠λ .   

В случае выхода )(=)( tGzty  достаточно потребовать det 01 ≠−A . Тогда 
оператор tT  является даже группой. В общем случае проблема критерия 
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финальной полной наблюдаемости не решена, и далее условие (7) будет 
постулироваться. 

Абстрактное решение задачи. Пусть даны линейные ограниченные 
операторы HB →iiT : , BBM →ii : , 0,1=i , где iB , 0,1=i , HB,  -- действительные 
гильбертовы пространства. Рассмотрим уравнения  

  ,=,= 1010 vyvTTx MM ++ φφ  (8) 

в которых элемент v  подчинён априорным ограничениям  

  ,
1

ν≤B|||| v  (9) 

где 
1B|||| ⋅  -- норма в 1B . Введём ряд определений.   

Определение 1. Пара ];[ vφ  называется совместимой с элементом y , 
если второе равенство в (8) и неравенство (9) выполняются для этой пары. 
Множество всех совместимых пар обозначается через yΦ .  

Определение 2. Множество H⊂yX  называется информационным 

множеством, совместимым с элементом y , если оно является образом 
множества совместимых пар yΦ  согласно первому равенству в (8), то есть 

}];[,=:{= 10 yy vvTTxxX Φ∈+∈ φφH .  

Если задан реализовавшийся элемент y , то введённые множества не 
пусты, выпуклы и множество yΦ  замкнуто. Для дальнейшего сделаем 

следующее   
Предположение 2.1. Оператор *

11= MMS  имеет ограниченный 
обратный в пространстве B . 

Введём новое скалярное произведение в пространстве B  следующим 
образом 〉〈〉〈 − gSfgf 1

1 ,=, , где ⋅〉〈⋅,  -- исходное произведение. 
Соответствующая норма обозначается как 1PP ⋅ . Опишем структуру 
множества yΦ .   

Лемма 2. Пара yv Φ∈];[φ  тогда и только тогда, когда  

  
.~=

),(=,k~,~=
22202

0
1*

1
0

1
0

ν
φ

≤+
−∈+ −

||||||||||||

MMM

vvv

ySvervvvv
 (10) 

Доказательство. Отметим, что νφ ≤− 10
0 = ||M|||||| yv . Если условия (10) 

выполняются, то ν≤|||| v  в силу vv ~0 ⊥ . Так как этот факт имеет место, 
второе равенство в (8) очевидно, и поэтому yv Φ∈];[φ . Пусть последнее 

включение выполнено. Ввиду соотношений  
vvervvvyv ~,k~=,= 0

1
0

0
0

1 ⊥∈−− MMM φ ,  
мы получаем условия (10). 
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Следствие 1. Элемент yXx∈  тогда и только тогда, когда  

  ,||,)(= 222
10110

1*
110

1*
11 νφφ ≤+−Π+−+ −− ||||M||MMM vyvTSTTySTx  (11) 

 где 1
1*

11 = MM −−Π SI  -- ортогональная проекция 1B  на  ker 1M .  
Вообще говоря, множество yX  не замкнуто. Однако его опорная 

функция ),( yXfρ  = sup }:,{ yXxxf ∈〉〈 , характеризующая выпуклое 
множество с точностью до замыкания, [16], может быть вычислена при 
следующем предположении.   

Предположение3.2Элемент H∈f  является наблюдаемым 
направлением, то есть ∈fT *

0  im *
0M , где символ  im A  означает образ 

оператора A .  
 Такие направления существуют, если выполнено условие 

непрерывной наблюдаемости  

  0.>,, 000 γφφγφ B||||||M|| HB ∈∀≥ T  (12) 

При этом условии из [1] следует включение im ⊂*
0T im *

0M , и, значит, 
любое H∈f  является наблюдаемым направлением. Рассмотрим более 
слабое, чем (12), условие  

  0.>,|,,| 000 γφφγφ B||M|| B ∈∀〉〈≥ Tf  (13) 

Условие (13) эквивалентно предположению 3. 
Подсчитаем опорную функцию по наблюдаемому направлению. 

Вначале максимизируем по v , затем по φ , имея в виду соотношения (11). 
Обозначим Π  ортогональную проекцию B  на 0i Mm  по отношению к 
скалярному произведению 1,⋅〉〈⋅ . Имеем  

  

,)())

(,(,)(=

},)(,

{sup,=}:,{sup=)|(

1/22
1
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1
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*
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1
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||||||M

||M

||M||||||MM

M

⊥

−

⊥−

−

−−
Π〉+〈+〉Π−+Π〈

〉〈−Π−−+〉−

〈+〉〈∈〉〈

yfT

SPffyfTSI

PffyyfTS

ySTfXxxfXf yy

ν
λλ

φνφ

λρ
φ

 (14) 

где  

  .=,=,)(= *
0

*
0

*
111 fTTTPyIy λMΠΠ−⊥  (15) 

 При вычислении мы использовали элементарные равенства 
})(,{max

1/222 azzfz ||||−+〉〈 ν = 1/2221/222 )(=})({max afaf +−+ |||||||| ναναα . 
Максимум достигается при 1/2220 )(= −+aff ||||||||να , 100 = −|||| ffz α . Итак, 
приходим к заключению.   

Теорема 2. При предположении 3 опорная функция множества yX  

конечна и определяется формулами (14), (15).  
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Из этой теоремы следует, что если предположение 3 выполняется для 
каждого H∈f , то есть im *

0
*

0 i MmT ⊂ , то множество yX  ограничено по норме 

(см. [17]) для каждого реализовавшегося элемента B∈y . Для 
ненаблюдаемых направлений справедлива   

Теорема 3. Если H∈f  -- ненаблюдаемое направление, то опорная 
функция +∞<)|( yXfρ  тогда и только тогда, когда ⊥fT *

0   ker 0M  и ν=1|||| ⊥y . 

В последнем случае множество }{= xX y , то есть состоит из единственной 

точки x .   
Доказательство. Если 0>,*

0 〉〈 φfT  для некоторого 0k Mer∈φ , то из (11) 
будет следовать, что +∞=)|( yXfρ . Предположим, что 0

*
0 k MerfT ⊥  и 

элемент H∈f  является ненаблюдаемым направлением. Согласно (13), 
тогда существует последовательность }{ nφ  такая, что 

〉〈 nn Tfn φφ 00 ,<<0 PPM K1,2,=n∀ . Полагая ||M|| nnn φαφφ 0/=
~ , nnq φφ ~~

= + , 

0>=
~

0 αφ ||M|| n , мы выберем элемент φ~  и число α  так, что 
<2

10 ||M|| nqy −Π 2
1

2 |||| ⊥− yν n∀ . Мы можем сделать это, если ν<1|||| ⊥y . Ввиду 

неравенства nTf n αφ ≥〈 ]
~

, 0  из (11) немедленно следует, что +∞=)|( yXfρ . 

Наконец, если ν=1|||| ⊥y , то }{= xX y , где x  имеет вид, как в (11) с 
.=0,= 0 yv ΠφM  

Рассмотрим регулярные аппроксимации множества yX .  Множество 
k

yX ε  называется kε  - информационным, если оно состоит из всех элементов 

x , определяемых формулой (11) при условии  

  .22 2

1

2
100

kvMy BB +≤+−+ νφφε ||||||||||||  (16) 

Для каждого 0>k  замкнутые выпуклые множества ∅≠k
yX ε , если 

число 0>ε  достаточно мало. Имеем включение k
X

k
X yy

21 εε ⊂ , если 12 < εε . 

Более того, ,= 0

0>

k
y

k
y XX ε

ε
U где k

yX 0  -- множество, определяемое (11), (16) c 0=ε . 

Если условие предположения 3 выполняется, опорная функция последнего 
множества имеет вид (14), (15) с k+2ν  вместо 2ν . 

Найдём опорную функцию замкнутого множества k
yX ε . Так же, как 

делали в формуле (14), получаем  
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где  
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Лемма 3. Оператор ε
2Q  является самосопряжённым и неотрицательно 

определённым.  Операторы εM  и εΠ  из (18) сильно сходятся к 0M  и 
10= −Π SM , соответственно, при 0→ε .   

Доказательство. Оператор εΠ  самосопряжённый, так как 

1
1

1 ,=,=, 〉Π〈〉Π〈〉Π〈 − gfgSfgf εεε . Оператор εM  удовлетворяет условиям: 
21 εε

MM ≤ , если 12 εε ≤ ,  
.)(= 11*

00
111 SSSSS ≤+− −−−−− MMM εε  

Поэтому, [18], существует строгий предел fff ∀→
0

0 =lim MMε
ε , где 0M  -

- ограниченный самосопряжённый оператор. Покажем, что Π− =10SM , то 
есть последний оператор представляет ортогональную проекцию из 
формулы (14). Если lf 0= M , то 〉〈−〉〈〉Π〈 llffff ,,=, 11 εε 〉〈+ ll εε M,2 . Переходя 

к пределу в этом равенстве, мы получаем, что самосопряжённый по 
отношению к 1,⋅〉〈⋅  оператор 10 −− SI M  становится нулевым на 

подпространстве 0i Mm . Кроме того, 0=10 fS−M , если ⊥−∈ )i(=)(k 0
1*

0 MM mSerf . 

Следовательно, отсюда следует, что Π− =10SM . Итак, ff ΠΠ→ =lim 0
ε

ε f∀ , 

если сходимость рассматривается по норме пространства B .            
 Из формул (14), (15), (17), (18) и леммы 3 немедленно следует, что  

  )|(=)|(lim
0,

y
k

y
k

XfXf ρρ ε

ε →
 (19) 

для наблюдаемых направлений f . Более того, если система (8) 
непрерывно наблюдаема, то есть im *

0
*

0 i MmT ⊂  , то мы имеем эквивалентное 

равенство (см. [1]) 00 = MT Λ  для некоторого линейного ограниченного 

оператора HB →Λ : . Поэтому, f*= Λλ  и сходимость в (19) равномерна по 
всем f , 1=|||| f . Ввиду того, что хаусдорфово расстояние между 
выпуклыми множествами может быть выражено через опорные функции, 
[9], мы получаем, что для каждого допустимого элемента y  и 0>k  
множества k

y
k

y XX 0→ε  при 0→ε  в метрике Хаусдорфа, если последнее 

множество ограничено. Кроме того, y
k

y XX →0  при 0→k  в той же самой 

метрике.  

Приложение к системам нейтрального типа. Отметим сразу, что в 
данной статье не рассматриваются численные методы и конечномерные 
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аппроксимации задачи. Это будет сделано в последующих работах. 
Система (8) имеет вид  

  ).(=)(,)(=)( 000 ⋅+⋅+ −∫ CvxydvxTx T

T

T -GTBTT τττ  (20) 

 Здесь можно рассматривать различные сочетания пространств. 
Например, HTx =)( H∈ , 100 = Hx B∈ , );(0,=)( 2 mTLy RB∈⋅ , или, рассматривая 

обобщённое решение, считать, что H=0B . Переходя к расширениям, 

полагаем 10 == −HHB . Предположение 2 обеспечивается условием 0>CC ′ , 

где C′  -- транспонированная матрица. Рассмотрим подробнее частный 
случай, когда оператор tT  является группой, что невозможно для 

уравнений запаздывающего типа. В условиях леммы 1 и теоремы 1 это 
выполняется при 0det 1 ≠−A . Пусть также в уравнениях движения и 
измерения содержатся разные возмущения, стеснённые совместным 
ограничением, и IC = , то есть система (20) принимает вид  

  
.))()((

),(=)(,)(=)(

222

0

000

ν

τττ

≤+

⋅+⋅+

∫
∫ −

dttwtv

wxydvxTx
T

T

T

T

||||||||

GTBTT -  (21) 

Выражая в (21) 0x  и )(⋅w  через )(Tx  и подставляя их в неравенство, 

находим явное описание информационного множества через решение 
оптимизационной задачи  

  ,))))()((()()((min
22

0

12

0)(
ντττ ≤−−+ −

−

⋅ ∫∫ dtdvTxtytv T

T

Tt

T

v
||BTTGT||||||  (22) 

которая имеет достаточно простое решение. 
Ограничимся простым иллюстрирующим примером. Рассмотрим 

одномерную систему ),()(=)(),(=1)()( twtztytvtztz +−− && где )(⋅v  и )(⋅w  

стеснены ограничениями, как в (21). Здесь имеем )(1)(=)( tutztz +− , где 

dssvDtu
t

)(=)(
0∫+φ , 1)((0)= −−φφφD . В пространстве H  отождествляем все 

функции, для которых 0=φD  и норма в )1,0;(2 R−L  разности этих функций 
равна нулю. Полагаем 1=ν , 2=T . Нас интересуют все совместимые с 
сигналом состояния )1,0;()( 2

2 R−∈⋅ Lz . Задача, подобная (22), примет вид  

 1.}))()(1)(())()(()({min
22

1

22

1

22

0),(
≤−−−+−+ ∫∫∫⋅

dttutztydttztydttv
Dv φ

 

Множество совместимых состояний )(2 ⋅z  представляет собой 

эллипсоид в пространстве )1,0;(2 R−L . Пусть теперь 0=)(⋅v , и нам надо 
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найти информационное множество HX y ⊂ . Тогда в последней формуле 

минимизация отсутствует, и полученное неравенство в точности 
описывает совокупность совместимых пар )]();([ 22 ⋅⋅ zDz . Здесь φDDz =)(2 ⋅ . 

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант № 16-11-
10146). 
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О ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ СИСТЕМЫ ИНТЕГРО-
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫХ  С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ 

А.Т. Асанова (ИМММ, Казахстан, 050010, Алматы, Пушкина, 125) 
E-mail: assanova@math.kz; anarasanova@list.ru 

ON A PROBLEM OF CONTROL FOR A SYSTEM OF PARTIAL INT E-
GRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH INTEGRAL CONDITION 

A.T. Assanova (IMMM, Kazakhstan, 050010, Almaty, Pushkin str., 125) 

Keywords: system of partial integro-differential equations, solvability. 

Introduction.  Nonlocal problem for system of partial integro-differential 
equations of hyperbolic type with integral conditions  arise in the of various en-
gineering processes, in plasma physics, processes of moisture transfer in porous 
media, in friction theory,  and also mathematical biology and demography  prob-
lems [1-12].  Optimal control problems with various nonlocal conditions for sys-
tem of partial integro-differential equations of hyperbolic type are investigated 
comparatively little.  Various optimal control problems for hyperbolic systems 
with different nonlocal conditions is considered in [13-20]. 

In the present work we consider a system of partial integro-differential 
equations of  hyperbolic type  in a rectangular domain. Boundary conditions are 
specified as a combination of values and integral relations from the required so-
lution. The controlling parameter is included in the right-hand part of the sys-
tem. 

Problem statement.  We consider  on }0,0:),{( ω≤≤≤≤=Ω xTtxt   the 
nonlocal boundary value problem  for  system of  partial integro-differential  
equations of hyperbolic type 

),,(),(),(),(),(),(
0

2

xtfdxuxDuxtC
t

u
xtB

x

u
xtA

xt

u T

+++
∂
∂+

∂
∂=

∂∂
∂

∫ τττ  Ω∈),( xt ,     (1) 

with  conditions  
         ),(),0( xxu ϕ=                 ],0[ ω∈x ,                                  (2)      

                ),(),()(),()()0,()(
0

tdxxtuxLtutStutQ ψω
ω

=++ ∫             ],0[ Tt ∈ ,         (3) 

where )),,(),...,,(),,((),( 21 xtuxtuxtucolxtu n=  the  nn× -matrices  ),( xtA , ),( xtB , 
),( xtC ,  ),( xtD  and  n-vector-function ),( xtf  are  continuous on Ω ,  nn× -matrix  

)(xL  and  n-vector-function )(xϕ  are continuously differentiable  on ],0[ ω ,  
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nn× -matrices  )(tQ , )(tS ,  )(tM   and  n-vector-function  )(tψ  are continuously 
differentiable  on  ],0[ T .   

The initial data satisfy the condition of approval.   

      A function ),(),( nRCxtu Ω∈   having   partial derivatives  ),(
),( nRC

x

xtu
Ω∈

∂
∂ , 

),(
),( nRC

t

xtu
Ω∈

∂
∂ , ),(

),(2
nRC

xt

xtu
Ω∈

∂∂
∂

 is called a classical solution to problem  

(1)-(3)  if for all  Ω∈),( xt  it satisfies the system (1),   conditions (2) and (3).  
       In the present work we investigate the questions of existence and unique-
ness of classical solutions to nonlocal boundary value problem for system of 
partial integro-differential equations (1)--(3) and the approaches of constructing  
its approximate solutions.    For this we applied the method of introduction addi-
tional functional parameters  proposed in [21-26] for the solve  of nonlocal 
boundary value problems for systems of hyperbolic equations with mixed de-
rivative. The problem (1)--(3) is reduced to an equivalent problem, consisting of 
a Goursat problem for the  system of hyperbolic equations with functional pa-
rameters and functional relations with respect to the entered parameters  by in-
troducing new unknown functions. The algorithm of finding the approximate so-
lution of the investigated problem and its convergence is proved. The sufficient 
conditions  of  the existence unique classical solution to problem (1)--(3) in the 
terms of initial data. The applicability of the obtained results in optimal control 
problems are showed. 
      Reduction to an problem with parameter.  We introduce a new function   

∫=
T

dxuxDx
0

),(),()( τττλ  in the problem (1)--(3).   Then, we get a problem for sys-

tem of  hyperbolic equations with parameter-function  

        ),,()(),(),(),(
2

xtfxuxtC
t

u
xtB

x

u
xtA

xt

u +++
∂
∂+

∂
∂=

∂∂
∂ λ  Ω∈),( xt ,               (4) 

         ),(),0( xxu ϕ=                 ],0[ ω∈x ,                                  (5)      

                ),(),()(),()()0,()(
0

tdxxtuxLtutStutQ ψω
ω

=++ ∫             ],0[ Tt ∈ ,         (6) 

                                         ∫=
T

dxuxDx
0

),(),()( τττλ ,        ],0[ ω∈x ,                        (7) 

A pair functions   ))(),,(( xxtu λ , where the function ),(),( nRCxtu Ω∈   has   

partial derivatives  ),(
),( nRC

x

xtu Ω∈
∂

∂ , ),(
),( nRC

t

xtu Ω∈
∂

∂ , ),(
),(2

nRC
xt

xtu Ω∈
∂∂

∂ , the 

function )],,0([)( nRCx ωλ ∈  has derivative )],,0([)( nRCx ωλ ∈& , is called   a  solu-
tion to problem with parameter  (4)--(7)  if  for all  Ω∈),( xt  it satisfies of the 
system of  hyperbolic equations (4), the conditions (5), (6) and the functional re-
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lation (7). The additional relation (7) allow  us to determine a unknown parame-
ter )(xλ . 
         Scheme of the method and the main result.  Let  )0,()( tut =µ .  In the 
problem (4)--(7) we change the  function  ),( xtu :   )(),(~),( txtuxtu µ+=   and   
proceed to the following equivalent problem 
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Ω∈),( xt ,            
  )0()(),0(~ ϕϕ −= xxu ,         ],0[ ω∈x ,                                           (9) 

0)0,(~ =tu ,         ],0[ Tt ∈ ,                                            (10) 
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ωω

ωψµ
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),(~)(),(~)()()()()()( dxxtuxLtutSttdxxLtStQ ,      ],0[ Tt ∈ ,         (11) 

               ∫∫ +=
TT

dxDdxuxDx
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)(),(),(~),()( ττµττττλ ,        ],0[ ω∈x .               (12) 

     A triple functions   ))(),(),,(~( xtxtu λµ , where the function ),(),(~ nRCxtu Ω∈   has   

partial derivatives  ),(
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nRC
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xtu Ω∈
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),(~2
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xtu Ω∈
∂∂

∂ , the 

function  )],,0([)( nRTCt ∈µ  has derivative )],,0([)( nRTCt ∈µ , the function 

)],,0([)( nRCx ωλ ∈  has derivative )],,0([)( nRCx ωλ ∈& ,   is called   a  solution to 
problem (8)-(12)  if  for all  Ω∈),( xt  it satisfies of the system of  hyperbolic 
equations (8), the boundary conditions (9), (10) and the functional relations (11), 
(12). 
     The problem  (8)--(10)  at fixed   )(tµ , )(xλ  is a Goursat problem for system 
of hyperbolic equations with respect to  ),(~ xtu  on  Ω .  The relations (11) and 
(12)   allow us to determine the unknown functional parameters )(tµ , )(xλ    and 
the compatibility condition  hold  )0()0( ϕµ = . 

        We introduce a new unknown  functions 
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xtv
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Goursat problem (4)-(6) is equivalent to a three systems integral equations 
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} ξξµξµξ dtfttCttB ),()(),()(),( +++ & ,                                   (14) 

ττϕϕ dxwxxtu
t

∫+−=
0

),(~)0()(),(~ .                                             (15) 
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We introduce the notation   ∫++=
ω

0

)()()()( dxxLtStQtP .  

We will take a derivatives  in the relation (11) on the variable of   t  

∫−−−+−=
ω

ωωψµµ
0

),(~)(),(~)(),(~)()()()()()( dxxtwxLtwtStutStttPttP &&&& ,    ],0[ Tt ∈ .   (16) 

From compatibility condition we get   
                                                         )0()0( ϕµ = .                                               (17)     

The unknown functional parameter )(tµ  will be determined from Cauchy 
problem for system of ordinary differential equations (16),  (17).  The unknown 
functional parameter )(xλ  will be determined from  relation (12). 
      If  we know the functional  parameters )(tµ ,  )(xλ ,  then from  integral sys-
tems (13)--(15) find  the functions ),(~ xtu ,  ),(~ xtv , ),(~ xtw . Conversely, if we 
known functions ),(~ xtu ,  ),(~ xtv , ),(~ xtw , then from Cauchy problem (16), (17) we  
find the functional parameter )(tµ . Then, from relation (12) we  determine  the 
functional parameter  )(xλ . Since the functions ),(~ xtu ,  ),(~ xtv , ),(~ xtw  and )(tµ , 

)(xλ   are unknowns together for finding  of the solution to  problem (8)--(12) we 
use an iterative method.  The solution to problem (8)--(12) is the triple functions 

))(),(),,(~( xtxtu ∗∗∗ λµ  we defined as a limit of sequence of triples  
))(),(),,(~( )()()( xtxtu kkk λµ ,  ,...2,1,0=k , according to the following algorithm: 

Step 0. 1)  Let the matrix  )(tP  is invertible for all ],0[ Tt ∈ .  Suppose in the 
right-hand  part of the system (16)  0),(~ =xtu , 0),(~ =xtw ,  from Cauchy problem 
(16), (17) we find the initial approximation )()0( tµ  for all ],0[ Tt ∈ .  From the re-
lation (12), where  0),(~ =xtu , )()( )0( tt µµ = ,  we determine  the initial approxima-

tion )()0( xλ  for all ],0[ ω∈x .  2) From the system of integral equations (13)--(15) 

under  )()( )0( tt µµ = ,   )()( )0( tt µµ && = , )()( )0( xx λλ = , we find the functions  

),(~ )0( xtu ,  ),(~ )0( xtv , ),(~ )0( xtw   for all Ω∈),( xt . 
Step 1. 1)  Suppose in the right-hand  part of the system (16)  

),(~),(~ )0( xtuxtu = , ),(~),(~ )0( xtwxtw = , from Cauchy problem (16), (17)  we find  the 
first approximation )()1( tµ  for all ],0[ Tt ∈ . From the relation (12), where 

),(~),(~ )0( xtuxtu = , )()( )1( tt µµ =   we determine the first approximation )()1( xλ  for all 
],0[ ω∈x . 2) From the system of integral equations (13)--(15) under  

)()( )1( tt µµ = ,   )()( )1( tt µµ && = , )()( )1( xx λλ = , we find the functions  ),(~ )1( xtu ,  
),(~ )1( xtv , ),(~ )1( xtw   for all Ω∈),( xt . 

And so on. 
Step k . 1)  Suppose in the right-hand  part of the system (16)  

),(~),(~ )1( xtuxtu k−= , ),(~),(~ )1( xtwxtw k−= , from Cauchy problem (16), (17)  we find  
the k -th  approximation )()( tkµ  for all ],0[ Tt ∈ . From the relation (12), where 
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),(~),(~ )1( xtuxtu k−= , )()( )( tt kµµ =   we determine the k -th  approximation )()( xkλ  for 
all ],0[ ω∈x .  2) From the system of integral equations (13)--(15) under  

)()( )( tt kµµ = ,   )()( )( tt kµµ && = , )()( )( xx kλλ = ,  we find the functions  ),(~ )( xtu k ,  
),(~ )( xtv k , ),(~ )( xtw k   for all Ω∈),( xt ,  ,...3,2,1=k . 

       Let ||),(||max
),(

xtAa
xt Ω∈

= , ||),(||max
),(

xtBb
xt Ω∈

= , ||),(||max
),(

xtCc
xt Ω∈

= ,  ||),(||max
),(

xtDd
xt Ω∈

= , 

cbaH ++= ,   ||)(||max||)(||max||)(||max
],0[],0[],0[

1 xLtStSa
xTtTt ω

ω
∈∈∈

++= & ,   

||)]([||max 1

],0[
1

−

∈
= tPb

Tt
,   ||)(||max

],0[
2 tPb

Tt

&
∈

= ,   ||)()]([||max 1

],0[
tPtP

Tt

&−

∈
=α .  

The following theorem gives conditions of realizability and convergence of 
the constructed algorithm and the conditions of  the existence  unique solution to 
problem (8)-(12). 
     Theorem 1.  Suppose that 

 i)   the matrix )(tP  is invertible for all ],0[ Tt ∈ ;  
 ii)   the inequality fulfilled          

            ( )[ ] 11),max(),( )(
111111

2 <++++= +ωααα αωω THTTT eaTbceabTebabdeTTdTTq . 
Then  problem with parameters  (8)-(12) has a unique  solution. 
From the equivalence of problems (4)—(7) and (8)—(12), we obtain  
Theorem 2.  Suppose that the conditions i)-ii) of Theorem 1 are fulfilled. 
Then  problem (4)-(7) has a unique  solution. 
From the equivalence of problems (1)—(3) and (4)—(7), we get  
Theorem 3.  Suppose that the conditions i)-ii) of Theorem 1 are fulfilled. 
Then  problem for system of partial integro-differential equations with in-

tegral condition  (1)--(3) has a unique classical  solution. 
The proofs of  the theorems  is similar to the scheme of the proof of theo-

rems in [26]. 
Applications to the optimal control problems. The investigated problem 

is widely used in optimal control problems [13-20].  
Let the process be described by the Goursat systems 

,,,,,,
2









∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂ χ

t

u

x

u
uxtf

xt

u     Ω∈),( xt ,               (18) 

with  integral conditions  (2), (3),   where  );,(),( χxtuxtuu ==  is n-dimensional 
state vector;  f  is the given  n-dimensional vector-function. 

The controls   ),( xtχ  are chosen from the set  
}),(,),(),,(:{ Ω∈∈Ω∈=Ξ∈ xtVxtRPC r χχχχ ,                           (19) 

where  V  is a given nonempty set from rR , and ),( rRPC Ω   be  space of piece-
wise continuous functions  rRz →Ω:  with norm ||),(||sup||||

),(
xtzz

xt
PC

Ω∈
= . 

It is required to minimize the functional 

                      ∫∫∑
Ω=









∂
∂

∂
∂+= ,,,,,,)),(()(

1

dtdx
t

u

x

u
uxtFxtuJ

N

i
ii χφχ                           (20) 
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where  φ , F  are the given scalar functions;  ),( ii xt ,  Ni ,1=   is an arbitrary col-
lection of points from  Ω ; N  is a natural number. 

An optimal control problem  (18), (2), (3), (19), (20), in particular, where in 
conditions (2), (3) the matrices  0)( ≡xK ,   0)( ≡tS   and  PxP ≡)( ,  QtQ ≡)(  is 
studied in the  [14, 15, 19, 20].  

We applied  the results of this paper for solve optimal control problem of 
nonlinear hyperbolic systems with nonlocal boundary conditions (18), (2), (3), 
(19), (20).   
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Введение.Для достижения наилучших показателей динамики движе-
ния летательного аппарата, исполнительные устройства должны переда-
вать на управляющие органы оптимальные управляющие воздействия. 
Рассмотрим решение задачи быстродействия управления электродвигате-
лем рулевого привода с привлечением приближённого метода оптимизации.  

Для решения задачи быстродействия при управлении электродвигате-
лем привода предлагается использовать метод приближённой оптимиза-
ции, успешно применяемый в динамике полёта. Метод позволяет доста-
точно просто строить оптимальное программное движение в классе сте-
пенных многочленов и осуществлять относительно него стабилизацию 
фактического движения.  

Постановка задачи. Рассматривается электрический двигатель по-
стоянного тока с независимым возбуждением, который может быть пред-
ставлен математической моделью [1] в виде уравнения (1) или в виде систе-
мы (2). 

 я эм эм д1 y д2 я с с
( ),TТ Т K U K T М Мϕ ϕ ϕ+ + = − +&&&& && &  (1) 

где , ,ϕ ϕ ϕ& &&  – угловое положение, угловая скорость, угловое ускорение 
вращениявыходного вала двигателя; yU  – управляющее напряжение в 
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якорной цепи; 
я эм
,T Т – постоянные времени; 

д1 д2,K K – передаточные коэф-

фициенты; 
с с
,М М& - момент и производная момента сопротивления. 

1 2( ) ( ),x t x t=&  

 2 3( ) ( ),x t x t=&  (2) 

д1 д2 д2эм

3 3 2 y с с

я эм я эм я эм я эм я эм

1
( ) ( ) ( ) ,яK K T KТ

x t х t x t U М М
TТ TТ TТ TТ TТ

= − + − −&&  

где 1 2 3( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )x t t x t t x t tϕ ϕ ϕ= = =& && - переменные состояния,
с

М  и 
с

М& - в 
общем случае нелинейные функции времени и переменных состояния. 

Ограничения на управление и переменные состояния: 

min y maxU U U≤ ≤ , 2min 2 2max 3min 3 3max,x x x x x x≤ ≤ ≤ ≤ (3) 

Требуется построить оптимальный управляемый процесс y( ( ), ( ))Ux t t , 

в результате которого осуществляется переход из начальной точки 

10 20 30( , , )x x x в конечную точку  1к 2к 3к( , , )x x x . 
Функционал качества: 

1 1 2 3 2 1 2 31 ( , ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( ))
k

o

t

k k k
t

I dt t x t x t x t x t x t x t= + Φ + Φ∫ ,  (4) 

где 1
k

o

t

t
T dt= ∫ - время движения по траектории; 1 1 2 3( , ( ), ( ), ( ))t x t x t x tΦ  - 

штраф за нарушение ограничений фазовых координат на траекто-
рии; 2 1 2 3Ф ( ( ), ( ), ( ))k kkx t x t x t - штраф за неточность попадания в конечную 
точку. 

Решение. Вариационная задача решается с использованием прямого 
метода оптимизации опорных программных траекторий (5) с алгоритмом 
их отслеживания по производным потребных ускорений [2].Опорные тра-
ектории определяют желаемое программное движение.  

2 3 4 5

оп 0 1 2 3 4 5( ) ,
2 6 12 20

t t t t
t С С t С C C Cϕ = + + + + +  

2 3 4

оп 1 2 3 4 5( ) ,
2 3 4

t t t
t С С t C C Cϕ = + + + +&    (5) 

2 3

оп 2 3 4 5( )t C C t C t C tϕ = + + +&& , 
где коэффициенты 0 1 2 3 4 5, , , , ,С С С C C C  однозначно определяются через 

начальные 
0 0 0оп оп оп, ,ϕ ϕ ϕ& && и конечные 

к к коп оп оп, ,ϕ ϕ ϕ& && значения координат и 

время движения по опорной траектории
к 0T t t= − .Система (5) может быть 

записана для переменных состояния (фазовых переменных) в обозначени-
ях 1оп 2оп 3оп( ), ( ), ( )x t x t x t . 
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В задаче, когда изменение угла ϕ∆ достаточно небольшое и угловая 

скорость ( )tϕ&  не выходит на ограничение maxϕ& или min maxϕ ϕ= −& & , опорная 

траектория целиком может быть определена системой (5). При существен-
ном изменении угла поворота ϕ∆  угловая скорость ( )tϕ& может выйти на 

ограничение maxϕ& или minϕ& ,в этом случае должны оптимизироваться участ-

ки выхода на ограничение и схода с ограничения в конечную точку. 
Время T  - критерий качества и, одновременно, варьируемый параметр 

опорной траектории. Если opt opt min, ( )T T Т Т≤ = , то опорная траектория ста-

новится чрезмерно напряженной в динамическом отношении и стабилиза-
ция фактической траектории относительно неё становится невозможной. В 
этом случае времядвижения по опорной траектории наращивается (при 
этом, следовательно, меняется и сама опорная траектория). 

Отметим важные достоинства предлагаемого метода оптимизации. 
Во-первых, алгоритм метода достаточно прост в силу простоты построения 
желаемого программного движения (5) и возможности получения при этом 
точного решения краевой задачи, метод позволяет построить последова-
тельность опорных траекторий, сходящуюся к оптимальной траектории. 
Во-вторых, метод с равным успехомприменяется, как для линейных, так и 
нелинейных систем. 

Стабилизация движения относительно опорных траекторий осуществ-
ляется регулятором, который синтезирует управление по отклонениям ко-
ординат фактического движения от координат опорного движения: 

оп оп оп
; ;ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − = − = −& &&% % & & % && && .     (6) 

В соответствии с методом управление является функцией производ-
ной ускорения, потребного для устранения возмущений параметров(6) и 
формируется в каждый момент времени по закону [2]: 

п 3 2
(60 36 9 ),

T T T

ϕ ϕ ϕϕ = − + +
∆ ∆ ∆

& &&% % %
&&&     (7) 

где параметр Т∆  регулятора в существенной степени определяет точность 
отслеживания опорной траектории и minТ . Т∆ -время, отводимое для устра-

нения возмущений(7), наблюдаемых в текущий момент времени. Опти-
мальное значение Т∆ зависит от конструкции двигателя. 

Управление формируется с непрерывной обратной связью, с учетом 
равенства производных текущего и потребного ускорения: 

п
( ) ( )t tϕ ϕ=&&& &&& ,                                                 (8) 
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где ( )tϕ&&& определяется(1), а
п
( )tϕ&&& - (7).Из (1), (7) и (8) следует: 

д1 д2 я д2эм

y с с п

я эм я эм я эм я эм я эм

1
( ) ( ) ( ) ( )U

K K T KТ
t t t М М t

TТ TТ TТ TТ TТ
ϕ ϕ ϕ− − + − − =&&& & &&& ,       (9) 

д2 д2я эм эм

y п с с

д1 д1 д1 д1 д1

1
( ) ( ) ( ) ( ) яU

K T KTТ Т
t t t t М М

K K K K K
ϕ ϕ ϕ= + + + +&&&& && & ,        (10) 

Численный алгоритм оптимизации функционала качества (4) построен 
с использованием метода сканирования. 

Результаты исследований 
1. Разработаны алгоритм и программа решения задачи на языке Mat-

Lab. 
2. Проведены численные исследования, в которых определены: 
- оптимальное значение постоянной времени регулятора Т∆ ; 
- минимальный шаг интегрирования дифференциальных уравнений по 

методу Эйлера, при котором обеспечивается устойчивостьвычислительного 
алгоритма: и

0.001сt∆ = . 
3. Получены законы изменения управления и параметров оптималь-

ных  опорных и фактическихтраекторий.  
На рисунках 1, 2, 3 и 4, в качестве примера,приведены графики изме-

нения управления, ускорений, угловых скоростей, и углов установки вы-
ходного вала электродвигателя  на опорной и фактической траекториях.  

Исходные данные для расчёта:  

эм 0.1= 66с Т ,  я 0,= 04 сТ , 
д1= 2K , 

д2 = 0.05K , = 0нмcM , 0 нм/сcМ =& , 

max= 35 ВU , 2max 28рад/cx = , 

0 0радϕ = , 0 0рад/сϕ =& , 2

0 0 рад/сϕ =&& , 
2

к к к
1рад, 0рад/с, 0рад/сϕ ϕ ϕ= = =& && . 

 
Рис. 1. Управляющее напряжение Рис. 2.  Угловое ускорение: 

1 – опорная  траектория;  
     2 – фактическая траектория 
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В результате оптимизации получен минимум времени min 0= .16 сТ . 

Из графиков видно, что: закон управления близок к точному релейно-
му закону, который получается, если решать задачу на основе принципа 
максимума [3]; наибольшее отклонение фактической траектории от опти-
мальной опорной наблюдается по ускорению, минимальное отклонение - 
по значениям угла поворота вала. В конечной точке наблюдается удовле-
творительное совпадениепараметров фактической и опорной траекторий. 

 
Рис. 3.  Угловая скорость Рис. 4.  Угол поворота вала 

электродвигателя 

На рисунках 5, 6, 7 и 8, в качестве примера, приведены графики изме-
ненияуправления и угловых параметров на оптимальной опорной и факти-
ческой траекториях, когда изменение углового положения вала велико и уг-

ловая скорость выходит на ограничение maxϕ& . В этом случае на опорной 

траектории оптимизировались участок выхода на ограничение (участок 
разгона угловой скорости) и участок схода с ограничения в конечную точ-
ку (участок торможения).На рисунках 6, 7 и 8 пунктиром изображеныгра-
фики параметров опорной траектории, сплошной линией – графики пара-
метров фактической траектории. 

Исходные данные для расчёта:  

эм 0.1= 66с Т ,  я 0,= 04 сТ , 
д1= 2K , 

д2 = 0.05K , = 0нмcM , 0 нм/сcМ =& , 

max= 35 ВU ,  2max 28рад/cx = , 

0 0радϕ = , 0 0рад/сϕ =& , 2

0 0 рад/сϕ =&& , 
2

к к к
10рад, 0рад/с, 0рад/сϕ ϕ ϕ= = =& && . 
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Рис. 5. Управляющее напряжение 

 
Рис. 6. Угловое ускорение 

 
Рис. 7. Угловая скорость 

 
Рис. 8. Угол поворота вала электродвигателя 
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В результате оптимизации получен минимум времени min 0.54 с= 17 Т . 
Из графиков видно, что:  наибольшее отклонение фактической траек-

тории от оптимальной опорной наблюдается по ускорению на участке раз-
гона скорости и достигает около 70% (в моментвремени 0.17ct ≈ ), на этом 
же  участке  отклонение по скорости составляет примерно 13%, при этом 
угловая скорость выходит на ограничение без перерегулирования, откло-
ненияпо значениям угла поворота вала минимальны (на графике практиче-
ски неразличимы), в конечный момент времени наблюдается  удовлетво-
рительное совпадение параметров фактической и опорной траекторий.  

Проведённые авторами исследования показали, что с вычислительной 
точки зрения предлагаемый подход существенно более  эффективен, чем 
классический, основанный на использовании принципа максимума, давая 
при этом близкие результаты. Например, во втором примере минимум 
времени, полученный при решении задачи на основе принципа максимума, 
составляет min 1 0.4 с= 725Т , предлагаемый подход даёт min 2 0.54 с= 17 Т .  

Отметим два обстоятельства:  
- в силу простоты метода получены простые алгоритм и программа 

решения задачи на ЭВМ; 
- результаты расчётов подтверждают эффективность предлагаемого 

подхода. 
Таким образом,в работе предложен новый, эффективный в вычисли-

тельном отношении, подход для оптимизациивектора состояния электро-
двигателя регулятора,основанный на использованиипрямого метода опти-
мизации [2]. 

Программа и результаты исследований могут быть использованы, в 
частности, при разработке систем управления приводами поверхностей 
управления летательных аппаратов. 
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Известно, что вид решения разностного уравнения зависит от харак-
тера корней его характеристического уравнения. Представляет практиче-
ский интерес запись общего решения такого уравнения в форме пригодной 
для любых (кроме нулевых) корней. Эта задача и решается в данной работе. 

1. Постановка и решение задачи.Требуется найти решение разност-
ного уравнения порядка k 

][][...]1[][ 10 nfnyaknyaknya k =++−+++ , 

где коэффициенты ),0( niai =  - вещественные числа и 0≠ka ; ][nf  - из-
вестная решетчатая функция, задано начальное состояние системы 

][ jkny −+ ),1( kj = .  (2) 
Прежде всего, для (1) получим фундаментальную систему, т.е. внача-

ле будем рассматривать однородное уравнение 
0][...]1[][ 10 =++−+++ nyaknyaknya k .    (3) 

Наряду с уравнениями (3) рассмотрим другое уравнение порядка k-1 

][][...]2[]1[ 1111110 nfnybknybknyb kkkkk −−−−− =++−++−+ , (4) 
где кроме ][1 nyk−  являются неизвестными коэффициенты  

)1,0( −= kb αα  и функция ][1 nfn− . 

Требуется найти также числа αb )1,0( −= kα  и функцию ][1 nfk− , что-
бы решение уравнения 1−k -го порядка (4) совпадало с решением уравне-
ния k -го порядка (3). 

Для решения этой задачи уравнения (4) при 1+= nn  сложим с уравне-
нием (4), умноженным на некоторое число 1−− kj . В результате получим 
уравнение  

],[]1[][

...]1[(]1[...]1[][

11111

01111110

nfjnfnyb

knybjnybknybknyb

kkkkk

kkkkk

−−−−−

−−−−−

−+=+

++−+−+++−+++
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т.е. 

].[]1[][]1[

)(...]1[)(][

1111111

211101110

nfjnfnybjny

bjbknybjbknyb

kkkkkkk

kkkkkk

−−−−−−−

−−−−−−

−+=−+

−++−+−++
 (5) 

Очевидно, что согласно уравнениям (3), (5), ][][ 1 nyny k−≡ , если  

00 ab = ;  )1,1(11 −==− −− kiabjb iiki ; kkk abj =− −− 11 ;  (6) 

0][]1[ 111 =−+ −−− nfjnf kkk .     (7) 

Cистема уравнений (6), (7) позволяет определить константы 
)1,0( −= kb αα  и функцию ][1 nfk− . 

Из системы (6) путем последовательногоисключения коэффициентов 

ib получаем уравнение 

0...1
1110 =+++ −

−− k
k
k

k
k ajaja ,          (8) 

т.е. величина 1−kj  должна быть корнем характеристического уравнения (8). 

Обозначим корни этого уравнения как ),1( kiri = . 

Заметим, что корни уравнения (8) могут быть простыми, часть их или 
все кратными, вещественными или комплексными, однако нам достаточно 

взять в качестве 1−kj  любой из них. Выберем в качестве 1−kj  корень kr . 

Тогда из уравнения (7) получаем [1] 
n
kkk rCnf =− ][1 ,          (10) 

здесь и далее ),1( kiCi =  - постоянные интегрирования. 

Таким образом, можем сказать, что решением уравнения (3) порядка 
kявляется решение уравнения (4) порядка 1−k , в котором коэффициенты 

ib  удовлетворяют уравнениям (6), а функция ][1 nfk  имеет вид (10), при-

чем любой из корней характеристического уравнения исходного уравнения 
(1). Оперируя другим числом 2−kj  аналогично можем показать, что реше-
нием уравнения (4), а следовательно, и (3) будет решение уравнения по-
рядка k-2 

],[][]1[

...]3[]2[

22223

2120

nfnydnyd

knydknyd

kkkkk

kk

−−−−−

−−
=+++

++−++−+
    (11) 

в котором функция ][2 nfk−  является решением уравнения  
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][][]1[ 1222 nfnfjnf kkkk −−−− =−+ .      (12) 

Число 2−kj  должно быть корнем уравнения  

0... 122
2
21

1
20 =++++ −−−

−
−

−
− kkk

k
k

k
k bjbjbjb .     (13) 

Покажем, что корнями уравнения (13) являются 11 ,..., −krr , т.е. корни 

(9) за исключением уже использованного корня kr . 

Примем, что 12 −− = kk rj , тогда из уравнения (12) с учетом (10) нахо-

дим [1], что при отсутствии нулевых корней,  

∑
= −

−

−−−−−
−

−

−
+=≡≡

n

i
i
k

i
kn

kk
n
kkkk

k
k

k

r

r
rCrCnfnfny

1 1

1

11121
1

1

1

][][][ .   (14) 

Таким образом, порядок уравнения (3) понижен на две единицы. 

Заметим, что выражение ∑
= −

−

−
−

−n

i
i
k

i
k

k
k

k

r

r

1 1

1

1
1

1

может быть раскрыто как сумма 

геометрической прогрессии, но это не делается потому, что при равных 
корнях будет происходить деление на нуль.  

Дальнейшее понижение порядка приведет нас к решению 

∑ ∑∑∑

∑ ∑∑∑

∑∑∑

−

=

−

= −

−−

=

−

=

−

−

=

−

= −

−−

=

−

=

−

−

=

−

=

−

=

−

−

−
−

−

−

−
−

−

+

+++

++++=

1

1

1

1 1

11

1 2

1
3

1 1

1
2

1

1

1

1

1 1

11

1 2

1
3

1 1

1
2

1

1

1 2

1
3

1 1

1
2

13
1 1

1
2

1211

2

3

2

1
1

11

2
2

2

1
1

1

2

3

2

1
1

1
1

2
2

2

1
1

1

1

2
2

2

1
1

1

1
1

1

....

......

...][

i

i

i

i
i
k

i
k

i

i
i

in

i
i

i
n

k

i

i

i

i
i
j

i
j

i

i
i

in

i
i

i
n

j

i

i
i

in

i
i

i
n

n

i
i

i
nn

k

k
k

k

j

j
j

j

r

r

r

r

r

r
rC

r

r

r

r

r

r
rC

r

r

r

r
rC

r

r
rCrCny

  (15) 

Решение (15) запишем в более компактной форме, приняв следующее 
обозначение: 

).;,1,(...

...][

1

1 1

1
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1

1

1 1
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,...).2,1(][, == αααα
nrny          (17) 

Таким образом, для (15) имеем 

∑
=

=
n

j
jj nyCny

1
,1 ].[][          (18) 

2. Свойства частных решений ][, ny jα  

2.1. Функции ][,1 ny j  связаны рекуррентными зависимостями. Начнем 

с того, что для произвольного набора корней ,...)2,1,;(,..., =≤ jijirr ji  

можно сформировать сочетания корней по q (q≥1), сумму полученных со-
четаний обозначим через ]2[,

q
jiS . Например, сумма всех сочетаний из кор-

ней 1r  и 2r  по 3 3
2

2
212

2
1

3
1

3
3,1 rrrrrrS +++= .  

Очевидно, что 
q

ji
q

jii
q

ji SSrS ,1
1

,, +
− += ,...)2,1,;;( 1

,, ==< − jiSrSji q
iii

q
ii . (19) 

При j<α  из (16) следует, что 

∑∑∑
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α
αααα L , 

т.е. 
][][]1[ ,1,, nynyrny jjj ++=+ αααα .        (20) 

2.2. Функции ][,1 ny j  линейно независимы. 

Теорема. Для любых корней (простые или кратные) характеристиче-
ского уравнения  

0...1
10 =+++ −

k
kk aa λλα          (21) 

функции ][,1 ny j ),1( kj =  линейно независимые, т.е. они образуют фунда-

ментальную систему. 
Из решений ][,1 ny j  (16), (17) формируем матрицу 

[ ]=][],...,[],[ ,12,11,1 nynynyW k  

.

]1[]1[]1[

]1[]1[]1[

][][][

,12,1,1

,12,11,1

,12,11,1





















−+−+−+

+++=

knyknykny

nynyny

nynyny

kk

k

k

L

MOMM

L

L

    (22) 
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Покажем, что определитель 

[ ] ∏
=

=
k

j

n
jk rnynyW

1
,11,1 ][],...,[

   

.    (23) 

Воспользуемся методом полной математической индукции. При 1=k , 

как это следует из (17), (22), nrnynyW 11,11,1 ][]][[ == , т.е. формула 

(23)справедлива при 1=k . 

Допустим, что (23) доказана для всех определителей порядка k-1. 

Преобразуем определитель [ ] :][],...,[ ,11,1 nynyW k  из k-й строки вычтем 

строку 1−k -ю,умноженную на 1r , а затем из 1−k -й строки вычитаем 2−k -ю 
строку, умноженную на 1r и т.д., наконец из 2-й строки вычитаем строку 

первую, умноженную на 1r . Учитывая, что ][][ 1111,1 nyrkny k=+ ( ),...2,1=k , 

получим: 

[ ]

.

]2[]1[]2[]1[

][]1[][]1[
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][],...,[

,11,12,112,1

,11,12,112,1
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Далее согласно (20) имеем: 

[ ]

.

]2[]2[

][][
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][],...,[
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−+−+
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knykny

nyny

ny

nynyw

k

k

k

L

MOM
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В правую часть этого выражения входит детерминант порядка 1−k , 

записанный для функции )(,2 ky i (i= 2,k), поэтому к нему применимо пред-

положениеиндукции, т.е. он равен∏
=

k

i
ii ny

2
, ][ . Формула (23) доказана.Это 

утверждение означает, что линейная комбинация  ∑
=

=
k

j
jj nyCny

1
,1 ][][ будет 

являться общим решением однородного разностного уравнения (3) незави-
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симо от того, будут ли корни ),1( kiri = уравнения (37) простыми или они 
будут содержать несколько групп кратности.  

Пример 1. Согласно (18), общее решение однородного разностного 
уравнения второго порядка 

0][]1[]2[ 210 =++++ xyaxyaxya ,  

где 210 ,, aaa - некоторые константы, запишется в виде: 

].[][][ 2,121,11 nyCnyCny +=        (24) 

В этом выражении, согласно (19), (20): 

,][;][
1 1

1
2

12,111,1 ∑
=

−
==

n

i
i

i
nn

r

r
rnyrny       (25) 

где 1r и 2r - корни характеристического уравнения 021
2

0 =++ arara . 

Рассмотрим два случая. 
1. Корни 1r , 2r  - простые. Из формул (24) и (25) получаем: 
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2 как суммугеометрической прогрессии.В итоге по-

лучаем 
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2. Корни 1r , 2r - кратные, т.е. 21 rr = , из формул (24 и (25) получаем: 
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Именно это и должно быть в каждом из рассматриваемых случаев, т.е. 
решение в форме (24), (25) позволяет рассматривать оба случая сразу. Та-
кая возможность представляет интерес в том случае, когда характер корней 
заранее не известен, а в последствии не  исключена возможность реализа-
ции любого варианта. 

3. Частные решения неоднородного уравнения 
Получим частные решения неоднородного уравнения (1). Согласно [3] 

таким решением является  
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где определитель k-го порядка 
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причем ][niξ ),1( ki = линейно-независимые решения однородного уравне-

ния (3), т.е. решения (16), (17). В таком случае  
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Пример 2. Рассмотрим уравнение третьего порядка 

][][]1[]2[]3[ 3210 nfnyanyanyanya =++++++  

и для этого уравнения запишем общее решение. 

Согласно (18), (26) 
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Для рассматриваемого случая согласно (16), (17) 
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 (32) 

поэтому согласно (46), (48), определители (28), (29) 
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Введение. Реальные задачи управления всегда многокритериальны и 
это в полной мере относится к уменьшению влияния внешнего возму-
щения на различные выходы управляемого объекта. Одними из первых 
работ, в которых методы многокритериальной оптимизации применялись к 
синтезу оптимального по Парето управления, были статья [1] о линейно-
квадратичном гауссовском управлении и статья [2], где множество 
оптимальных по Парето регуляторов в задаче со многими 2H -критериями 
было характеризовано в терминах решений уравнений Риккати, используя 
параметризацию Youla и скалярную многоцелевую функцию в виде 
линейной свертки критериев. 

Несмотря на то, что за последние десятилетия достигнут прогресс в 
решении задач оптимального управления с такими критериями как ∞H - и 

2H -нормы, имеющими ясные физические интерпретации в виде уровней 
гашения детерминированных или стохастических возмущений из различ-
ных классов, рассмотрение многокритериальных задач с этими критериями 
вызывает значительные трудности. Эти трудности, в первую очередь, свя-
заны со сложностью характеризации множества Парето и нахождения 
соответствующей скалярной многоцелевой функции, которая бы опреде-
ляла это множество. Кроме того, задача осложняется тем, что каждый из 
критериев характеризуется своей квадратической функцией Ляпунова с 
матрицей, являющейся решением уравнения Риккати или линейных 
матричных неравенств, а скалярная оптимизация многоцелевой функции в 
виде той или иной свертки приводит, в общем случае, к билинейной 
системе неравенств относительно матриц этих функций Ляпунова и 
матрицы обратной связи регулятора. Для решения такой системы, как 
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правило, вводилось дополнительное условие о равенстве между собой всех 
функций Ляпунова, что вносило консерватизм в рассматриваемую задачу 
[3-7]. При этом без ответа оставался главный вопрос, в какой мере 
получаемые законы управления отличаются от оптимальных по Парето. 

В недавних работах [8-11] по многокритериальной оптимизации с 
критериями в виде ∞H - и 0γ -норм в детерминированной и стохастической 
постановках были найдены субоптимальные по Парето законы управления, 
относительные потери которых по сравнению с оптимальными по Парето 
не превышают 1 /N N− , где N – число критериев. 

Вданной работе в качестве функционалов используются 2H -нормы 

передаточных матриц объекта от одного входа к различным выходам. В 
общем случае обобщенная 2H -норма характеризует коэффициент усиле-

ния системы, на вход которой поступает сигнал с ограниченной 2L -нормой, 

а выходной сигнал "измеряется" обобщенной ∞L -нормой, которая есть 

максимальное по времени значение максимальной из евклидовых норм 
векторов, которые в совокупности составляют вектор выхода.Обобщенная 

∞L -норма в этом определении, в частности, может быть максимальным по 

времени значением евклидовой нормы вектора выхода или максимальным 
по времени значением максимальной абсолютной величины компоненты 
вектора выхода.Такие варианты обобщенной 2H -нормы были впервые 

рассмотрены в работах [12,13]. В данной работе получены необходимые 
условия оптимальности по Парето в рассматриваемой многокритериальной 
задаче и установлено, что оптимальные по Парето законы управления 
синтезируются с использованием так называемой свертки Гермейера [14] и 
аппарата линейных матричных неравенств. Показано, как предложенный 
подход к многокритериальной задаче обобщенного 2H -управления 

находит свое применение в задачах виброизоляции. 
Постановка многокритериальной задачи управления. Пусть 

объект управления описывается уравнениями  

  = , (0) = 0,v ux Ax B v B u x+ +&  (1) 

= ,k k kz C x D u+  

в которых nxx R∈ – состояние объекта, nvv R∈ – возмущение, nuu R∈ – 
управление, nk

kz R∈ , Nk ,1,= K – целевые выходы, возмущения 
)(= tvv являются сигналами с ограниченной энергией, т.е. принадлежат 

классу 2L . Управление реализуется в виде линейной обратной связи по 
состоянию xu Θ= . Уравнения замкнутой системы принимают вид  
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= ( ) ( ) , (0) = 0,c c c c cx A x B v xΘ + Θ&  
= ( ) ,k kz C xΘ  

где ( ) = , ( ) = ,c u c vA A B B BΘ + Θ Θ .( ) =c k kC C DΘ + Θ Влияние возмущения на k -й 
целевой выход характеризуется следующим функционалом (для простоты 
изложения здесь используется лишь частный случай обобщенной 2H -
нормы) 

22

.
sup | ( ) |

( ) = , =1, ,sup
|| ||
t k

k
v L

z t
J k N

v∈
Θ K  

Поставим многокритериальную задачу синтеза закона управления, 
который будет оптимальным по отношению ко всем уровням гашения 
возмущений в N  каналах. Напомним, что ключевым понятием в 
многокритериальной оптимизации является множество Парето. В данном 
случае множество }{= PP Θ  является оптимальным по Парето, если 
неравенства )()( Pkk JJ Θ≤Θ , Nk ,1,= K , в которых, по меньшей мере, 
одно является строгим, не выполняются для любой матрицы Θ . Задача 
состоит в характеризации оптимальных по Парето решений, т.е.  

= arg { ( ), =1, , },minP kJ k N
Θ

Θ Θ K  

при которых замкнутая система в отсутствие возмущений асимптотически 
устойчива. 

Решение многокритериальной задачи.  Определим на траекториях 
системы целевую функцию  

  
1

( ) = { ( ) / },max k k
k N

J Jα α
≤ ≤

Θ Θ  (2) 

где ),,(= 1 Nααα K , 0>kα , Nk ,1,= K , которая есть ничто иное как 
свертка Гермейера в теории многокритериальной оптимизации (3). 
Необходимые условия оптимальности по Парето в рассматриваемой задаче 
формулируются следующим образом. 

Теорема 1.Пусть ),,( 1 Nγγ K  -- оптимальная по Парето точка в 
простра-нстве критериев и αΘ  -- минимум целевой функции )(ΘαJ  при 

i
Ni

kk γγα max/=
1 ≤≤

. Тогда P∈Θα  и kkJ γα =)(Θ , Nk ,1,= K .  

Доказательство: Допустим, что PP ∈Θ  и 0>=)( kPkJ γΘ , Nk ,1,= K . 
Обозначим γα =)( PJ Θ  и, следовательно, γαα ≤Θ )(J . Заметим, что при 
указанных в формулировке теоремы коэффициентах kα  имеет место 

i
Ni

ii
Ni

γαγγ max=/max=
11 ≤≤≤≤

. В результате с учетом (2) получим 

kkkJ γγαα =)( ≤Θ . По определению оптимального по Парето множества 
последнее может иметь место, если только P∈Θα . 
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В соответствии с этой теоремой оптимальные по Парето решения 
следует искать среди оптимальных решений для целевой функции )(ΘαJ .  

Теорема 2.Оптимальными по Парето управлениями в многокрите-
риальной задаче являются оптимальные управления для асимптотически 
устойчивой системы  

,)(=

0,=(0),)()(=

cc

ccccc

xCz

xvBxAx

Θ
Θ+Θ&

 

где 1= ( , , )Nz col z zK , T 1 T 1 T
1 1( ) = ( ( ) ( )),c N NC C Cα α− −Θ Θ ΘK с параметрами *

αΘ , 
которые находятся из решения задачи 

  2 T T T
maxmax ( ( ) ( )) min , ( ) ( ) ( ) ( ) = 0,c c c ck k k kC YC A Y YA B Bα λ−

ΘΘ Θ → Θ + Θ + Θ Θ  (3) 

где max( )Rλ – максимальное собственное число матрицы R. 
Решение этой задачи может быть записано в эквивалентной форме 

матричных неравенств в виде следующей задачи: минимизировать 2γ , при 
ограничениях в виде матричных неравенств  

  

TT

2 2T

( )( ) ( ) ( )
< 0, 0,

( )( )

=1, , .

c c c k

c k k k

Y YCA Y YA B

C Y IB I

k N

γ α
  
     

   

ΘΘ + Θ Θ ≥
ΘΘ −

K

 (4) 

Покажем, как вычисляются матрицы параметров оптимальных по 
Парето регуляторов. Подставим матрицы )(ΘcA , )(ΘcB , )(ΘcC  в 

неравенства (4) и обозначим YZ Θ= . Тогда 1
**

* = −Θ YZα , где ),( ** ZY – 
решение задачи 2 minγ →  при ограничениях, определяемых линейными 
матричными неравенствами  

  

T T TT T T

2 2T < 0, 0,

=1, , .

u u v k k

v k k k k

Y YC Z DAY YA B Z Z B B

C Y D Z IB I

k N

γ α
  
     

   

++ + + ≥
+−

K

 (5) 

Оптимальная виброизоляция. В качестве примера рассмотрим 
задачу виброизоляции, которая в теории виброзащитных систем относится 
к числу базовых. Система состоит из двух тел: основание и защищаемый 
объект. Математическая модель изоляции объекта от основания, соверша-
ющего поступательное движение, описывается дифференциальным 
уравнением  

0,=(0)0,=(0)

,=

ξξ
ξ

&

&& vu +
 

где ξ – координата защищаемого объекта относительно основания, u– 
управляющее силовое воздействие, генерируемое виброизолятором 
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(характеристика изолятора), v– с точностью до знака ускорение основания 
(внешнее воздействие). Приведем уравнение движения к стандартному 
виду управляемой системы  

0.=(0)0,=(0)

,=

=

21

2

21

xx

vux

xx

+&

&

 

Задачи виброизоляции, состоящие в нахождении характеристики 
изолятора, могут формулироваться как для заданного движения основания, 
так и для случая, когда ускорение основания  априори неизвестно. 
Подобная модель в простейшем варианте описывает многие типичные си-
туации виброизоляции приборов, аппаратуры и человека, расположенных 
на движущихся транспортных средствах. 

В начале 60-х годов XX века в рамках данной модели для конкретных 
видов внешних воздействий интенсивно изучались задачи оптимальной 
виброизоляции в следующей постановке[15, 16]:  

1.|)(|sup,min|)(|sup
0

1
0

≤→
≥≥

tutx
tt

 

Следующим шагом [17, 18] стало исследование двухкритериальной 
задачи оптимальной противоударной защиты для класса воздействий 1V , 

определяемого неравенством 1|)(|0 ≤∫
∞ dttv , с критериями  

.|)(|supsup=)(ˆ|,)(|supsup=)(ˆ
01

21
01

1 tuuJtxuJ
tVvtVv ≥∈≥∈

 

Первый из этих функционалов характеризует максимальное смещение 
объекта защиты относительно основания, а второй -- максимальное усилие, 
создаваемое изолятором. Интуитивно понятно, что очень большое усилие 
изолятора (в пределе абсолютно жесткое крепление объекта к основанию) 
обеспечивает очень малое (в пределе нулевое) смещение объекта, с другой 
стороны, малое усилие изолятора или очень мягкое крепление объекта к 
основанию приведет к очень большим смещениям объекта. Оба указанных 
варианта выбора характеристики изолятора, как правило, неприемлимы. 
Таким образом, естественный подход к задаче виброизоляции заключается 
в поиске компромисса между значениями максимального смещения 
объекта и максимального усилия изолятора, что приводит к двухкритери-
альной задаче оптимального управления. Задача формулируется следу-
ющим образом: найти управление u  в форме обратной связи по состоянию  

  0,>0,>,= 21 ckcxkxu −−  (6) 

минимизирующее в смысле Парето векторный критерий )}(ˆ),(ˆ{ 21 uJuJ . 
Согласно [18] Парето оптимальное множество в плоскости параметров 
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обратной связи ),( ck  и в плоскости критериев определяются 
соотношениями  

  .ˆ
0,521

=ˆ,1,53=
2

1
2

J
Jck  (7) 

Сформулируем новую двухкритериальную задачу виброизоляции для 

класса воздействий 2V , определяемого неравенством 1|)(| 2
0 ≤∫
∞ dttv , с 

критериями  
|,)(|supsup=)(|,)(|supsup=)(

02
21

02
1 tuuJtxuJ

tVvtVv ≥∈≥∈
 

которые могут быть также представлены в виде  
1

0 0
1 2

2 22 2

| ( ) | | ( ) |sup sup
( ) = , ( ) = .sup sup

|| || || ||
t t

v L v L

x t u t
J u J u

v v
≥ ≥

∈ ∈
 

Для решения задачи воспользуемся теоремой 2. Искомое управление в 
форме обратной связи по состоянию представим в виде (6). Вначале решим 
матричное уравнение (3) и получим  

.
10

01/

2

1
= 







 k

c
Y  

Далее предстоит решить следующую оптимизационную задачу  

min
2

,
2

1
max=

),(
,

),(
max

,
2
2

2

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

ckc

ck

kc

ckJckJ →






 +









αααα
 

Несложный анализ показывает, что минимум достигается на 
множестве положительных значений параметров ck, , удовлетворяющих 

уравнению ),(=),( 2
2

2
1

2 ckJckJp  или в явной форме  

,= 2
2

ck
k

p +  

где 2
1

2
2

2 /= ααp . Решая квадратное уравнение, получим  

.
2

4
=)(=

242

*
pcc

ckk
++−

 

Подставляя теперь )(= * ckk  в формулу для ),(2
2 ckJ , имеем  

.
4

4
=)),((

242

*
2
2 c

pcc
cckJ

++
 

Минимизируя функцию )),(( *
2
2 cckJ , найдем оптимальное значение 

параметра c :  
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,
3

2
=2

0 pc  

а соответствующее оптимальное значение параметра /2=)(= 2
00*0 cckk . 

Таким образом, решение двухкритериальной задачи представляет собой 
множество положительных значений параметров ck, , удовлетворяющих 
соотношению  

  .0,5= 2ck  (8) 

Значения функционалов 1J  и 2J  при оптимальных значениях 
параметров:  

.
2

3
=,= 1/20

2
3/20

1 cJcJ −  

Исключая параметр c , получим решение двухкритериальной задачи в 
плоскости критериев (см. рисунок):  

.
8

3
=

3
2

3/2

1
J

J  

Обратим внимание на квадратичную зависимость параметра k  от 
параметра c  в формулах (8) и (7), определяющих Парето оптимальные 
множества в плоскости параметров в рассмотренных двухкритериальных 
задачах для классов воздействий 2V  и 1V . 

 
Множество Парето на плоскости критериев в задаче виброизоляции 

В данном относительно простом примере для решения 
двухкритериальной задачи удалось воспользоваться непосредственно 
Теоремой 2, решив аналитически оптимизационную задачу (3). В более 
сложных задачах, не допускающих простого аналитического решения, для 
численного решения целесообразно использовать линейные матричные 
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неравенства (5) и соответсвующие программные средства (например, пакет 
Matlab). 

Работа поддержана Министерством образования и науки РФ в рамках 
ФЦП «Исследования и разработки по приоритетным направлениям разви-
тия научно-технологического комплекса России на 2014–2020 годы» (со-
глашение 14.578.21.0110 от 27.10.2015, уникальный идентификатор 
RFMEFI57815X0110). 
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Исследован режим солнечной ориентации искусственного спутника 
Земли. Параметры спутника соответствуют параметрам спутников «Бион 
М» и «Фотон М-4». В этом режиме нормаль к плоскости солнечных бата-
рей спутника неизменно направлена на Солнце, продольная ось лежит в 
плоскости орбиты, абсолютная угловая скорость спутника весьма мала. 
Режим стабилизируется с помощью электромагнитов, взаимодействующих 
с магнитным полем Земли и вращающегося маховика, создающего посто-
янный гиростатический момент вдоль продольной оси спутника. Такой 
момент можно создать и с помощью системы двигателей-маховиков, по-
стоянство гиростатического момента означает, что эта система будет 
функционировать без насыщения. Управление вращательным движением 
спутника осуществляется за счет изменения токов в электромагнитах. Реа-
лизация управления не требует проведения сложных измерений, достаточ-
но иметь показания солнечного датчика, трехосного магнитометра и аппа-
ратуру для их обработки. Энергопотребление при реализации управления 
не превышает нескольких ватт.  

1. Уравнения движения спутника. Спутник считаем гиростатом, 
центр масс которого – точка O  – движется по геоцентрической орбите. 
Для записи уравнений движения спутника относительно центра масс и ин-
терпретации результатов математического моделирования, введем две пра-
вые декартовы системы координат. 

Связанная со спутником система 321 xxOx  образована его главными 
центральными осями инерции. Несколько упрощая модель, полагаем, что 
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оси этой системы связаны с характерными элементами конструкции спут-
ника: ось 1Ox  параллельна его продольной оси, ось 2Ox  перпендикулярна 
плоскости солнечных батарей. Гиростатический момент спутника направ-
лен по оси 1Ox . Ниже, если не оговорено особо, компоненты векторов и 
координаты точек относятся к системе 321 xxOx . 

Начало гринвичской системы 321 yyCy  находится в центре Земли, 
плоскость 21yCy  совпадает с плоскостью экватора, ось 1Cy  пересекает 
гринвичский меридиан, ось 3Cy  направлена к Северному полюсу. 

Положение системы 321 xxOx  относительно гринвичской системы за-
дадим нормированным кватернионом ),,,( 3210 qqqqQ = , 1|||| =Q . Кватер-
нионная формула перехода между этими системами координат имеет вид 

1
321321 ),,,0(),,,0( −= QxxxQyyy oo . Матрицу перехода от системы 321 xxOx  

к гринвичской системе обозначим 3
1,|||| =jiijb ; где ijb  – косинус угла между 

осями iCy  и jOx . Элементы этой матрицы выражаются через компоненты 

Q  по известным формулам: 2
3

2
2

2
1

2
011 qqqqb −−+= , )(2 302112 qqqqb −= , 

)(2 302121 qqqqb +=  и т. п. 
Уравнения движения спутника состоят из двух подсистем. Одна под-

система описывает движение центра масс спутника, другая его движение 
относительно центра масс – вращательное движение. Подсистема урав-
нений движения центра масс записывается в гринвичской системе коор-
динат. В ней учитываются нецентральность гравитационного поля Земли 
и сопротивление атмосферы. Нецентральность поля учитывается с точно-
стью до членов порядка (16,16) включительно в разложении гравитаци-
онного потенциала Земли в ряд по шаровым функциям. Атмосфера счи-
тается вращающейся вместе с Землей, ее плотность рассчитывается со-
гласно модели ГОСТ Р 25645.166-2004. Параметры атмосферы и балли-
стический коэффициент спутника считаются неизменными на всем ин-
тервале интегрирования уравнений движения. 

Подсистема уравнений вращательного движения образована уравне-
ниями Эйлера для компонент абсолютной угловой скорости спутника 

),,( 321 ωωω=ω  и кинематическими уравнениями для кватерниона Q . В 
уравнениях Эйлера учитываются гравитационный и восстанавливающий 
аэродинамический моменты, а также управляющий момент, создаваемый 
электромагнитами. Для гравитационного момента существует простое 
аналитическое выражение [1]. Аэродинамический момент aM   вычислял-
ся в предположении, что спутник имеет форму прямого кругового цилин-
дра с двумя прикрепленными к нему одинаковыми прямоугольными пла-
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стинами солнечными батареями. Ось цилиндра совпадает с осью 1Ox  ра-
диус цилиндра – R, высота – L . Пластины расположены в плоскости 

31xOx  симметрично относительно оси 1Ox . Стороны пластин параллель-

ны осям 1Ox  и 3Ox , суммарная площадь пластин – bS . Координаты гео-
метрических центров масс цилиндра и пластин суть )0,0,( cz  и )0,0,( bz . 
Полагая столкновения молекул атмосферы со спутником абсолютно не-
упругими, аэродинамический момент представим в виде [1] 

( )PvvM ×= ||aa ρ . 
Здесь v  – скорость точки O  относительно гринвичской системы ко-

ординат, ( )vPP =  – первый момент геометрической фигуры, которая 
представляет собой проекцию внешней оболочки спутника на плоскость 

vΠ , перпендикулярную вектору v . Вектор P  лежит в плоскости vΠ  и 

вычисляется относительно проекции на vΠ  точки O. Формула для aM  
инвариантна относительно замены vPP p+→ , где p – произвольный 
скаляр. По этой причине функцию ( )vP  можно задавать, не связывая себя 
условием vΠ∈P . В частности, компоненты вектора ( )vPv ||  удобно за-
давать в системе координат 321 xxOx . Для рассматриваемого спутника 
этот вектор можно взять в виде 

( ) ( )0,0|,v|vv2|v||| 2
2
3

2
21 bbc

2
c SzRLzRπz +++=vPv , 

где iv  – компоненты вектора v . 
Механический момент, создаваемый электромагнитами, имеет вид 

BLM ×=c .                                                  (1) 
Здесь ),,( 321 LLL=L  – собственный магнитный момент электромаг-

нитов, ),,( 321 BBB=B  – магнитная индукция МПЗ в точке O , 

∑
=

=
3

1j
jiyji bBB     )3,2,1( =i , 

yiB  – компоненты вектора магнитной индукции МПЗ в точке O , рассчи-

тываемые согласно моделью IGRF. 
Уравнения Эйлера и кинематические уравнения для кватерниона 

имеют вид 

233232321 )( BlBlxx −+−= νωωµω& ,

)v(
1

)(
1
1

33311331312 ω
λµ

λνωω
λµ
λω hpBlBlxx −+−

+
+−

+
−=& , 

)v())(1( 22122121213 ωλνωωλµλω hpBlBlxx +−−+−+−−=& , 
)(2 3322110 Eqqqq ωωωω −−−−=& , 
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2332101 )(2 ωωωω qqqq E −++=& ,                                 (2) 
)(2 3113202 Eqqqq ωωωω +−+=& , 

1221303 )(2 ωωωω qqqq E −+−=& , 

3

1

I

I=λ ,    
1

32

I

II −=µ ,    
5

3

r
Eµν = ,    2

3
2
2

2
1 xxxr ++= , 

( )2
3

2
232211 vv|v||v| +++= gggp aρ , 

1

2

1 I

zR
g cπ= ,    

1
2 I

zS
g bb= ,    

1
3

2

I

RLz
g c= . 

Здесь ),,( 321 xxx=r  – геоцентрический радиус-вектор точки O , iI  – 

моменты инерции спутника относительно осей iOx  )3,2,1( =i , 1/ ILl ii = , 
hI1  – гиростатический момент спутника (направлен по оси 1Ox ), Eµ  и Eω  

– гравитационный параметр Земли и ее угловая скорость. 
Чтобы замкнуть подсистему уравнений вращательного движения, к 

уравнениям (2) надо добавить соотношения, описывающие изменение ве-
личин il . Явный вид этих соотношений будет указан ниже. 

Приведем использованные в расчетах числовые значения параметров 
описанной модели. Параметры спутника: 25.0=λ , 1.0=µ , 1001 =hI Нмс, 

26001 =I кгм 2 , 3.1=R м, 5=L м, 33=bS м 2 , 1−=bz м, 3.0=cz м. Пара-
метры модели атмосферы во всех расчетах были следующие: F =137.0, 

81F =117.09, 333.2=pK . 

Начальные условия движения центра масс спутника задавались в мо-
мент 10:13:07 декретного московского времени 05.05.2013. На этот момент 
элементы орбиты составляли: высота в апогее 575.2 км, высота в перигее 
546.8 км, наклонение 64.87°, аргумент широты перигея 65.124− °, долгота 
восходящего узла (отсчитывается от точки весеннего равноденствия эпохи 
даты) 73.16− °. Начальные условия уравнений (1) задавались в тот же мо-
мент времени, что и начальные условия принятой орбиты. Этот момент 
служил началом отсчета времени – точкой 0=t . 

2. Управление вращательным движением. Дипольный момент 
электромагнитов, обеспечивающий стабилизацию режима солнечной ори-
ентации спутника, будем искать в виде [2] 

2||B
uB

L
×= ,   mu 1I= ,                                           (3) 

где ),,( 321 mmm=m  – управление, вид которого предстоит установить. 

Подставив выражение (3) в (1), получим формулу BBuBuM )(|| 2 ⋅−= −
c . 

Если в последней формуле отбросить вычитаемое BBuB )(|| 2 ⋅− , то она пе-
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рейдет в формулу uM =c , которая обеспечила бы широкие возможности 

для построения законов управления. Вычитаемое BBuB )(|| 2 ⋅−  уменьшает 
эти возможности, но если осуществлять управление на промежутках вре-
мени длиной виток и более, то в ряде случаев влияние этого слагаемого 
можно нивелировать. Положительным фактором здесь служит достаточно 
большое наклонение орбиты спутника. 
 Режимом солнечной ориентации спутника будем называть такое движе-
ние, в котором с малыми ошибками выполнены следующие условия: ось 

2Ox  направлена на Солнце, ось 1Ox  лежит в плоскости орбиты, угловая 
скорость спутника равна нулю. Эти условия выражаются соотношениями 

01 =⋅en ,   se =2 ,   0321 === ωωω ,                             (4) 
где 1e  и 2e  – орты осей 1Ox  и 2Ox , ),,( 321 sss=s  – орт направления «Земля 
– Солнце», n  – орт нормали к плоскости оскулирующей орбиты спутника. 

В случае uM =c  режим солнечной ориентации можно реализовать с 
помощью закона управления [3] 

3
2

11 2 sm ξξω +−= ,   22
)1(2 ω

λ
λµξ +−=m ,   

λ
ξξω 1

2
3

3
2 s

m
+−= .       (5) 

при достаточно большом значении коэффициента 0>ξ . Уравнения дви-
жения спутника в этом случае имеют решения, в которых приближенно 
выполнены все условия (4) кроме первого [3]. Выполнение условия 

01 =⋅en  обеспечивается достаточно большим гиростатическим моментом, 
направленным вдоль оси 1Ox . Здесь имеет место ситуация, которая в уп-
рощенном виде исследована в [4]. 

Закон (5) оказался достаточно эффективным и с учетом ограничения, 
обусловленного реализацией посредством электромагнитов. На рис. 1, 2 
приведены результаты вычисления установившегося решения уравнений 
(2), (3), (5) в режиме солнечной ориентации. Интегрирование уравнений 

выполнено при 310−=ξ с 1− , в тени Земли закон (5) не нарушался. Рис. 1 
содержат графики зависимости от времени углов, характеризующих ори-
ентацию спутника. Углы α  и β  задают отклонение орта 2e  от орта s. Они 

отсчитываются в перпендикулярных плоскостях, пересекающихся по орту 
s. Плоскость отсчета угла β  содержит ось 3Cy . Направление отсчета этого 

угла – на север, направление отсчета угла α  – на восток. Угол =γ  
)arcsin( 1en ⋅= . На рис. 2, приведены графики зависимости от времени 

компонент магнитного момента электромагнитов iL  ( )1,2,3i = . Для угло-

вой скорости имеют место оценки °< 01.0|)(| tiω /с. Как видно из рис. 1, 
ориентация получилась достаточно точной.  



 
 

88

 3. Периодическая аппроксимация ориентированного движения. 
Анализ рисунков показывает, что установившийся режим солнечной ори-
ентации спутника очень похоже на периодическое движение. Основываясь 
на этом свойстве, построим аппроксимации режима солнечной ориентации 
спутника набором периодических движений. На каждом орбитальном вит-
ке – между последовательными прохождениями восходящего узла орбиты 
– построим аппроксимирующее периодическое движение. При построении 
этого движения гринвичскую систему координат примем инерциальной, 
зафиксировав ее положение относительно второй геоэкваториальной сис-
темы координат на момент прохождения начального восходящего узла. 
Иными словами, зафиксируем соответствующее среднее звездное время. 
Орбиту спутника в «замороженной» гринвичской системе примем кепле-
ровой эллиптической. Элементы этой орбиты вычисляются по фазовому 
вектору реальной орбиты в начальном восходящем узле. Таким образом, от 
витка к витку долгота восходящего узла орбиты в «замороженной» грин-
вичской системе координат меняется, меняется и положение орбиты отно-
сительно МПЗ и Солнца, но внутри витка эта долгота, положение относи-
тельно МПЗ и Солнца остаются неизменными. Уравнения вращательного 
движения спутника возьмем в виде (2), положив в них 0=Eω  и приняв в 
формулах для расчета координат и компонент скорости точки O  в «замо-
роженной» гринвичской системе формулы кеплерова движения. Получив-
шуюся систему уравнений обозначим (2'). Время входит в эту систему пе-
риодически с орбитальным периодом, поэтому можно поставить задачу об 
отыскании ее периодических решений. Интерес представляет то решение, 
которое можно будет использовать как аппроксимацию решения исходной 
системы (2) на данном витке. 

Построение периодического решения системы (2') сводится к реше-
нию для этой системы периодической краевой задачи 

)()( 00 Ttt += ωω ,   )()( 00 TtQtQ += .                             (6) 
Здесь 0t  – момент прохождения начального восходящего узла орбиты на 
витке аппроксимации, T  – период используемой в системе (2') кеплеро-
вой орбиты. Задача (2'), (6) решается методом пристрелки. Краевые усло-
вия (6) рассматриваются как уравнения для определения неизвестных на-
чальных условий )( 0tω , )( 0tQ . Кватернион )(tQ  должен быть нормиро-
ванным, в процессе решения задачи (2'), (6) это обстоятельство учитывает-
ся следующим образом. 

Вариацию решения )(tω , )(tQ  системы (2') на каждой итерации мето-
да пристрелки представим в виде 

)(tω∆ , )()(
2
1

)( ttQtQ θo=∆ , 
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где )(tθ  – вектор бесконечно малого поворота, задающего изменение ори-
ентации спутника в окрестности положения )(tQ . Вектор )(tθ  удовлетво-

ряет уравнению )()( tt ωθωθ ∆=×+& , а вектор )(tω∆  – системе уравнений в 
вариациях для первых трех уравнений (2') (в этой системе вариации векто-
ров r , v  и B  можно вычислять по формулам θrr ×=∆ , θvv ×=∆  и 

θBB ×=∆ ). Подстановка варьируемого решения в краевые условия (6) 
приводит к соотношениям 

)]()([2)0()0()()( 0000 TtQtQQTtTtQ +−=−++ θθ oo , 
)()()()( 0000 TtttTt +−=∆−+∆ ωωωω . 

Величины )( 0 Tt +θ , )( 0 Tt +∆ω  в эти соотношения в виде линейных 
комбинаций величин )( 0tθ , )( 0tω∆  (что требует интегрирования 6 экземп-
ляров систем уравнений в вариациях для ω∆  и θ  на отрезке ],[ 00 Ttt + ). 
Полученные соотношения рассматриваются как линейные уравнения отно-
сительно )( 0tθ , )( 0tω∆ . Эти уравнения выглядят переопределенными, но 
на самом деле среди них не более шести линейно независимых. Решение 
этих уравнений находится с помощью процедуры сингулярного разложе-
ния их матрицы. Величины ||)()(||/)]()([ 0000 tQtQtQtQ ∆+∆+  и 

)()( 00 tt ωω ∆+  принимаются в качестве новых значений )( 0tQ  и )( 0tω . 
Итерации заканчиваются, когда поправки |)(| 0tθ , |)(| 0tω∆  станут меньше 
заданных пределов. Начальным приближением начальных условий перио-
дического решения служат значения переменных системы (2) в точке 0t . 
 Результаты аппроксимации решения системы (2) набором решений крае-
вых задач (2'), (6) приведены на рис. 3. Здесь изображены графики углов 
α , β  и γ . Черные кривые – графики, построенные по решению системы 
(2), красные кривые – графики периодических решений систем (2'). Крас-
ные кривые вблизи моментов прохождения восходящих узлов орбиты на 
коротких отрезках налегают друг на друга (кеплеров период несколько 
больше драконического), но при выбранном масштабе графиков налегания 
практически не заметны. 

Удобство построенной аппроксимации заключается в том, что рас-
смотрев семейство решений краевой задачи (2'), (6) для различных значе-
ний долготы восходящего узла орбиты в «замороженной» гринвичской 
системе координат, вычислив мультипликаторы этого семейства, можно 
выбрать подходящие параметры законов управления и сами эти законы. 

 4. Заключение. 1. Показано, что приемлемый режим солнечной ори-
ентации спутника можно обеспечить без изменения его гиростатического 
момента. Если гиростатический момент создается системой двигателей-
маховиков, постоянство ее кинетического момента означает, что эта сис-
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тема сможет функционировать без насыщения по кинетическому моменту. 
2. Предложен способ аппроксимации ориентированного движения спутни-
ка посредством набора периодических решений. Такая аппроксимация уп-
ростит параметрическое исследование этого движения. 

 Данная работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 14-01-423). 
 

. 
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    Рис. 2 
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   Рис. 3 
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УПРАВЛЕНИЯ КОЛЕБАНИЯМИ СТРУНЫ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ  

В ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ МОМЕНТЫ ВРЕМЕНИ 
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ники Национальной академии наук Армении,  
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ABOUT ONE PROBLEM OF OPTIMAL BOUNDARY CONTROL  
OF STRING VIBRATIONS WITH RESTRICTIONS  

IN THE INTERMEDIATE MOMENTS OF TIME 

 V.R. Barseghyan (Yerevan State University, Institute of Mechanics NAS RA, 
Armenia, 0019, Yerevan, Baghramyan 24/2) 

Keywords: boundary control, control of vibrations, boundary conditions, 
intermediate restrictions, optimal control of vibrations. 

Введение. Большой класс физических процессов, связанных с колеба-
тельными системами, моделируется волновым уравнением. На практике 
часто возникают задачи граничного управления, когда нужно сгенериро-
вать колебательные состояния в заданные промежуточные моменты вре-
мени, например, со стремлением погасить колебания в заданный конечный 
момент времени, или обеспечить желаемую форму колебания, колебания 
нужной частоты, стабилизировать колебания, с условием оптимальности 
некоторого критерия качества. Многочисленные примеры колебательных 
процессов, приводящих к задачам оптимального управления в системах с 
распределенными параметрами рассмотрены в [1, 2], предложены различ-
ные методы решения задач управления. В работах [1]-[10] исследованы за-
дачи управления упругих колебаний,  описываемых одномерным волно-
вым уравнением, с помощью граничных управлений при различных типах 
граничных условий. В [3] рассматриваются задачи управления упругих ко-
лебаний, описываемых одномерным волновым уравнением, и приведены 
способы построения граничных управлений. Работа [4] (и другие работы 
этих авторов) посвящена проблеме оптимального граничного управления 
волновых процессов в классе обобщенных решений и получены граничные 
управления. В работах [5, 6] исследованы задачи оптимального граничного 
управления смещения колебаний струны на одном конце при наличии не-
стационарного условия на другом конце. В работе [7] изучается зада-
ча граничного управления, основанная на смешанной задаче с неоднород-
ным условием второго рода на левом конце струны и упруго закрепленным 
правым концом. Используя условия согласования начальных и финальных 



 
 

93

смещений, построено управление, минимизирующее интеграл от квадрата 
граничного управления. В работе [8] рассмотрена задача об оптимальном 
управлении колебаний струны с заданными промежуточными состояниями 
с помощью внешних сил, действующих вдоль струны. В работе [10] изуча-
ется задача граничного управления, основанная на смешанной задаче с не-
однородным условием второго рода на левом конце струны и упруго за-
крепленным правым концом. В работах [11, 12] рассматривается граничная 
задача для уравнения колебания струны с заданной скоростью в некоторый 
момент времени колебания струны и строится решение задачи. 

В настоящей работе рассматривается задача оптимального граничного 
управления для уравнения колебания струны с заданными значениями 
функции прогиба и скорости точек струны в промежуточные моменты 
времени, в частности, могут быть заданы только или значения прогиба, 
или скорости точек струны. Задача сводится к задаче с нулевыми гранич-
ными условиями, и используя метод разделения переменных для произ-
вольных чисел первых гормоник, предлагается способ построения опти-
мального управляющего воздействия. В качестве приложения предложен-
ного подхода построено оптимальное управляющее воздействие для коле-
бания струны с заданным прогибом точек струны в некоторый промежу-
точный момент времени. 

Постановка задачи. Пусть состояние распределенной колебательной 
системы (малые поперечные колебания натянутой струны), т.е. отклонения 
от состояния равновесия, описываются функцией ),( txQ , lx ≤≤0 , Tt ≤≤0 , 
которая подчиняется при lx <<0  и Tt <<0  волновому уравнению 
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0 ψϕ             (2) 

и граничными условиями 
TttlQtutQ <<== 0,0),(),(),0( ,          (3) 

где функция )(tu  - граничное управление. 

В уравнении (1) 
ρ
02 T

a = , где 0T  - натяжение струны, ρ  - плотность од-

нородной струны. Функции ),( txQ , удовлетворяющие уравнению (1), два-
жды непрерывно дифференцируемы вплоть до границы области.  

Пусть в некоторые промежуточные моменты времени 
Ttttt mm =<<<<= +110 ...0  

заданы значения функции прогиба и скорости точки струны. Может быть, 
что в некоторый момент времени задана функция прогиба, а в следующий 
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момент времени- только скорость прогиба, а в третий момент времени за-
даны одновременно значения прогиба и скорости точек струны. В частно-
сти, предположим, что в промежуточные моменты времени ( 1,..., )it i m=  
значения прогиба и скорости точек струны могут быть заданы в следую-
щем виде. 

( , ) ( ), 0 , 1,...,i iQ x t x x l i mϕ= ≤ ≤ = ,             (4) 

( ), 0 , 1,...,
i

i
t t

Q
x x l i m

t
ψ

=

∂ = ≤ ≤ =
∂

             (5) 

Тогда задача оптимального граничного управления колебаний струны с за-
данными значениями в промежуточные моменты времени ставится сле-
дующим образом: среди возможных граничных управлений Tttu ≤≤0),(  
требуется найти оптимальное управление, переводящее колебания системы 
(1) из заданного начального состояния (2) через промежуточные состояния 
(4), (5) (или в некоторые моменты времени ( 1,..., )it i m=  могут быть заданы 
только одно из них, или одновременно оба условия) в конечное состояние 

lxxx
t

Q
xxTxQ mT

Tt
mT ≤≤==

∂
∂== +

=
+ 0),()(),()(),( 11 ψψϕϕ       (6) 

и минимизирующее функционал  

∫
T

dttu
0

2 )( .            (7) 

Предположим, что функции )1,,...,1,0(,0),( +=≤≤ mmilxxiϕ  дважды  
(непрерывно) дифференцируемы и имеют кусочно-непрерывную третью 
производную, а функции )1,,...,1,0(,0),( +=≤≤ mmilxxiψ , (непрерывно) 
дифференцируемы и имеют кусочно-непрерывные вторые производные. 

Отметим, что поставленная задача в тех случаях, когда в отдельные 
промежуточные моменты времени считается заданным только одно из ус-
ловий (4) или (5), или когда одновременно заданы оба эти условия (4), (5), 
различаются физическими интерпретациями, следовательно, их можно 
рассматривать как разные задачи.  

О решении задачи. Использовать подход поэтапного решения для 
рассматриваемой задачи оптимального управления не целесообразно, так 
как его невозможно применить, в частности, в тех случаях, когда в отдель-
ные промежуточные моменты времени заданы только или значения проги-
ба, или скорости точек струны. Поэтому в работе предлагается такой под-
ход к решению рассматриваемой задачи оптимального управления, в кото-
ром можно учитывать специфику возможных промежуточных условий.  

Не нарушая общности, здесь приводятся результаты решения рас-
сматриваемой задачи, считая одновременно заданными условия (4) и (5). 
Отметим, что если в некоторые моменты одно из условий (4), (5) не будет 
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заданным, то соответствующие соотношения просто не будут участвовать 
(исключим их). 

Задача оптимального граничного управления для уравнения колеба-
ния струны с заданными значениями функции в промежуточные моменты 
времени сводится к задаче с нулевыми граничными условиями [13], т. е. 

),(
2

2
2

2

2

txF
x

V
a

t

V +
∂
∂=

∂
∂ ,             (8) 

где ),( txV  - неизвестная функция с однородными граничными условиями 
0),(),0( == tlVtV , а 

)()1(),( tu
l

x
txF ′′−= . 

Учитывая начальные, граничные, промежуточные и конечные условия 
(2)-(6) соответственно, и выполняя некоторые действия, получим следую-
щие условия согласования: 

0(0) (0)u ϕ= ,    0(0) (0)u ψ′ = , 
( ) (0)i iu t ϕ= ,    ( ) (0)i iu t ψ′ = ,    1,...,i m=  

( ) (0)Tu T ϕ= ,    ( ) (0)Tu T ψ′ = . 
а начальные, промежуточные и конечные условия представляются в виде 

0 0( ,0) ( ) ( 1) (0),
x

V x x
l

ϕ ϕ= + −    0 0
0

( ) ( 1) (0)
t

V x
x

t l
ψ ψ

=

∂ = + −
∂

, 

( , ) ( ) ( 1) (0),i i i

x
V x t x

l
ϕ ϕ= + −      ( ) ( 1) (0),

i

i i
t t

V x
x

t l
ψ ψ

=

∂ = + −
∂

      1,...,i m= , 

( , ) ( ) ( 1) (0),T T

x
V x T x

l
ϕ ϕ= + −     ( ) ( 1) (0)T T

t T

V x
x

t l
ψ ψ

=

∂ = + −
∂

. 

Далее, применив метод разделения переменных для уравнения (8) и 
учитывая полученные соотношения, для начальных, промежуточных и ко-
нечных условий, получим следующие интегральные соотношения, в кото-
рых учитывается специфика промежуточных условий. Они имеют вид   

( )
1 1

0

( ) ( ) ( )
T

i
k k ih t u t dt C t=∫        ( )

2 2

0

( ) ( ) ( )
T

i
k k ih t u t dt C t=∫   1,..., 1; 1,2,...i m k= + = .    (9) 

где 

( )
1

sin ,
( )

,
k ii

k
i

t при 0 t t
h t

0 при t t T

λ ≤ ≤
=  < ≤

, ( ) cos ,
( )

,
k ii

2k
i

t при 0 t t
h t

0 при t t T

λ ≤ ≤
=  < ≤

  ( ,..., )i 1 m 1= +   (10)  

0
1 1 2

(0) (0) (0)
( ) ( ) sin cos

2
i i

k i k i k i k i
k k k k

l
C t C t t t

a

ψ ϕ ϕλ λ
λ λ λ λ

= + − +% , 

0
2 2 2 2

(0) (0) (0)
( ) ( ) cos sin

2
i i

k i k i k i k i
k k k k

l
C t C t t t

a

ψ ϕ ψλ λ
λ λ λ λ

= + + −% , 

1 ( ) ( ) ( )cos ( )sink j k k k k j k j k j k jC t V 0 V t t V t tλ λ λ λ= − +% & ,

jkjkkjkjkkjk ttVttVVtC λλλ sin)(cos)()0()(
~

2 ++−= && .  
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Таким образом, решение поставленной задачи оптимального гранич-
ного управления сводится к нахождению такого управления Tttu ≤≤0)( , 
которое удовлетворяет бесконечной системе интегральных соотношений 
(9) и доставляет минимум функционалу (7) (т. е. имеем задачу условного 
экстремума). Так как функционал (7) является квадратом нормы линейного 
нормированного пространства, то задачу ((7), (9)) определения оптималь-
ного управления можно рассматривать как проблему моментов [2, 14].  

На практике широко применяется модальный метод, на основе кото-
рого для произвольных чисел первых гормоник решается задача построе-
ния оптимального управления. В работе на основе метода проблем момен-
тов для произвольных чисел первых гормоник, построено аналитическое 
выражение для искомого оптимального управляющего воздействия. 

Для иллюстрации вышесказанного построения и простоты ее изложе-
ния предположим, что в промежуточный момент времени 1t  ( Ttt =<< 210 ) 
задано только состояние точки струны 

1 1( , ) ( ), 0Q x t x x lϕ= ≤ ≤ . 
В этом случае, из формулы (9) будем иметь следующие интегральные 

соотношения 
(1)
1 1 1

0

( ) ( ) ( )
T

k kh t u t dt C t=∫ ,   (2)
1 1

0

( ) ( ) ( )
T

k kh t u t dt C T=∫ ,   (2)
2 2

0

( ) ( ) ( )
T

k kh t u t dt C T=∫ ,       (11) 

где функции (1)
1 ( )kh t , (2)

1 ( )kh t , (2)
2 ( )kh t  имеют смысл обозначения (10). 

Для определения функции оптимального управления удовлетворяю-
щего интегральным соотношениям (11) и минимизируюего функционал 
(7), сформулирована конечномерная проблема моментов. Решение этой за-
дачи, для простоты, приведем для случая 1k =  и в предположении, что  

1 1 2
t

πλ = , Tλ π= . В этом случае для оптимального управляющего воздейст-

вия будем иметь 
1

1 11 1 21 1 1 21 1
10

1
1

1 21 1 21 1
1

[( ( ) ( ))sin ( )cos ],

( )

[ ( )sin ( )cos ],

k

k k

A
p p t q t при 0 t t

B
u t

A
p t q t при t t T

B

λ λ

λ λ

 ∆ + ∆ + ∆ ≤ ≤
= 
 ∆ + ∆ < ≤


,            (12) 

где приняты следующие обозначения: 
1 1 11 11 1 1 21 11 1 21 21( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A p C t p C T q C T= ∆ + ∆ + ∆ , 

2 2 2
1 1 11 1 11 1 21 1 21 1 21 1 11 1 21

1 2
[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]

2 2

l
B p p p p q p q

a π
= ∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∆ , 

1 11 11 1 11 21

2
( ) [2 ( ) ( ) ( )]

8

2

2

l
p C t C T C T

a π
∆ = − − , 

1 21 11 11 21 11 1

2 1
( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

8

2

2 2

l
p C T C T C T C t

a π π
∆ = − + − , 
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1 21 21 11 11 1 21

1 2 1
( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

8 2

2

2

l
q C T C T C t C T

a π π
∆ = + − − , 

(1)
(0) 1

11 1 1
1

( ) ( )
2

l
C t

a

ψϕ
λ

= + ,            (0) ( )
11 1 1 1

1 1

1 1
( ) (0) (0)

2 2
T

T

l l
C T

a a
ϕ ϕ ϕ ϕ

λ λ
= + − + ,  

(0) ( )
21 1 1 12

1 1 1

1 1
( ) (0) ( ) (0)

2
T

T

l
C T

a
ψ ψ ψ ψ

λ λ λ
= − + − .  

Таким образом, такой подход позволяет рассматривать задачу опти-
мального граничного управления и для тех случаев, когда в отдельные 
промежуточные моменты времени, заданы только или значения прогиба, 
или скорости точек струны или одновременно оба условия.  
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ТЕПЛОМАССООБМЕНА НА  ПРОНИЦАЕМЫХ  ПОВЕРХНОСТЯХ  

ГИПЕРЗВУКОВЫХ  ЛЕТАТЕЛЬНЫХ  АППАРАТОВ 
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К.Маркса, 10) 

E-mail:   ggbil2@gmail.com , bilchnat@gmail.com 

ON  THE  CONTROL  SYNTHESIS  IN  INVERSE  PROBLEMS  OF  
HEAT  AND  MASS  TRANSFER  ON  THE  PERMEABLE  SURFACES   

OF  HYPERSONIC  AIRCRAFTS 

G.G. Bilchenko , N.G. Bilchenko (KNRTU-KAI, Russia,420111,Kazan, 
K.Marx str.,10) 

Keywords: control, heat and mass transfer, laminar boundary layer, hyper-
sonic flows, direct problem, inverse problem, interpolation statement, approxi-
mation statement, generalized integral relations.  

Введение. Рассматриваются задачи математического моделирования 
эффективной тепловой защиты проницаемых цилиндрических и сфериче-
ских поверхностей гиперзвуковых летательных аппаратов (ГЛА).  

В п.1 приведены постановки прямых задач тепломассообмена: по за-
данным управлениям необходимо рассчитать параметры математической 
модели пограничного слоя, учитывающей физико-химические превраще-
ния (диссоциацию и ионизацию), и определить по ним локальные и инте-
гральные тепловые потоки и напряжения трения, а также мощность систе-
мы, обеспечивающей вдув. В основу расчётов положен метод обобщённых 
интегральных соотношений А. А. Дородницына.  

В п.2 и п.3 приведены постановки обратных задач тепломассообмена: 
по заданному локальному тепловому потоку или (и) напряжению трения 
требуется восстановить обеспечивающий его (их) закон управления. Воз-
никновение интереса к постановке и решению обратных задач тепломассо-
обмена в гиперзвузовой аэродинамике связано с имеющими высокую 
практическую ценность вопросами:  

1) можно ли синтезировать законы управления, обеспечивающие за-
ранее заданные требования к термосиловому нагружению поверхности 
ГЛА? 

2) можно ли компенсировать нарушения в работе одной из систем 
управления (как крайний случай, рассматривается даже её отказ) с помо-
щью изменения режима работы других? 

В п.4 определены интерполяционная и аппроксимационная постанов-
ки обратной задачи. В п.5 найдены условия (диапазоны значений как неиз-
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меняемых, так и управляющих параметров) достаточные для восстановле-
ния управления в точке торможения в интерполяционной постановке, при-
водятся результаты вычислительных экспериментов.  

Результаты вычислительных экспериментов по синтезу управления на 
участке рассмотрены в продолжении [1] данной работы.  

1. Прямая задача тепломассообмена. В работах [2-11] была рас-
смотрена следующая прямая задача (ПЗ). По заданным управлениям: 

)(xm  - вдуву в ламинарный пограничный слой (ПС), )(xτ  - температур-
ному фактору (ТФ): 

0
)()( ew TxTx =τ , где wT  - температура стенки, а 

0eT  - 

температура в точке торможения (ТТ) потока, и )()( 2
0 xBxs σ=  - магнитно-

му полю (МП), где ]1;0[=∈ Xx , требуется рассчитать параметры модели 
ПС [10] (для обтекания боковой поверхности кругового цилиндра и по-
верхности сферического носка) и найти: локальные тепловой поток (ТП) 

),,;( smxq τ  и напряжение трения (НТ) ),,;( smxf τ , интегральные ТП 
),,( smQ τ  и силу трения ),,( smF τ , мощность ),,( smN τ  системы, обеспе-

чивающей вдув:  
),,;,(),,( NFQfqsm →τ  .                                     (1) 

В работах [2-6] для заданных )(xτ  и )(xs  оптимальное управление 
)(xm  было построено, как решение экстремальной задачи  

m
smQ inf),,( →τ                                                (2) 

(для непрерывных m), при наличии ограничения  

max),,( NsmN ≤τ  .                                            (3) 
Для числа Маха 10=∞M , высоты 10=H  ][км , радиуса тела 
1,0=R  ][м  (для удобства сравнения с результатами [4-8, 11]) при постоян-

ных вдувах ]1;0[)( ∈= Constxm , постоянных ТФ ]9,0;1,0[)( ∈= Constxτ  и 
постоянных МП ]4E5;0[)( ∈= Constxs  ]/[ мОмТл ⋅  (для краткости размер-
ность МП далее в тексте не приводится) были рассчитаны мощности 

),,( smN τ , используемые в (3). Для этих мощностей были получены опти-

мальные (2) в первом приближении управления )(xmcyl
opt  и )(xmsph

opt . 

На рис. 1-3 для случая 25,0=τ  и 0=s  представлены результаты вы-
числительных экспериментов по решению (1)-(3).  

На рис. 1 кривая 1 - график закона 3,0)( =xm , кривая 2 соответствует 

)(xmcyl
opt , кривая 3 - )(xmsph

opt  при )0;25,0;3,0(max NN = .  

На рис. 2 зависимости cyl
constQ , cyl

optQ , sph
constQ , sph

optQ  от N  приведены для 

постоянного (кривые 1 и 3) и оптимального (2 и 4) вдувов. 
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Рис. 1. Зависимости m от x              Рис. 2. Зависимости Q  от N  

На рис. 3 приведены графики зависимостей локальных ТП при учёте 
(что необходимо [3, 10] для 6>∞M ) эффекта диссоциации (кривые 1 и 2) 
и без учёта (кривые 3 и 4). Постоянному вдуву соответствуют кривые 1 и 
3, оптимальному – кривые 2 и 4.  

 
Рис. 3. Зависимости q  от x   

Специальные виды )(xm , дающие хорошие [6] приближения к экс-
тремальным значениям Q , приводятся в продолжении [1] данной работы.  
Замечание. При расчётах на ЭВМ законы )(xm , )(xτ  и )(xs  задавались, а 

)(xq  и )(xf  вычислялись на сетках njjxX ,,0)( K=∗ =  вида [9]: 

10 110 =<<<<= − nn xxxx K . 
2. Обратные по вдуву задачи тепломассообмена. Аналогично [12] 

сформулируем обратную по управлению )(xm  в (1) задачу (ОЗ) [13, 14]. 
Пусть для ]1;0[=X  заданы:  

1) непрерывное управление )(xs , Xx∈ ;  

2) сетка управления 
1,,01 )( njjxX K=

∧= ;  
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3) сетка наблюдения 
2,,02 )( njjxX K=

∨= ;  

4) «контрольные» значения 
2,,0)( njjqq K=

∨∨ = ;  

5) непрерывно-дифференцируемое управление )(xτ , Xx∈ ;  
6) ограничения ];[ ,,, kjkjkj tbI = , 1,,1 nj K= , 1,,0 νK=k , 01 ≥ν .  

Требуется найти непрерывное на X  управление )(~ xm , задаваемое 

[9] элементами )()( ~~ xmxm j=  для ];[ 1
∧∧

−∈ jj xxx , 1,,1 nj K= , удовлетво-

ряющими условиям  

kj
k Ixm ,
)(~ )()( ∈    для   ];[ 1

∧∧
−∈ jj xxx  ,   1,,0 νK=k  ,                (4) 

такое, что вычисленные на 2X  значения 
2,,0

~~ )( njjqq K== , =~
jq  

),,;( ~ smxq j τ∨= , должны быть близкими к ∨q , т.е. 

~mq →∨  ,   ),,;,(),,( ~~~~~~ NFQfqqsm ∨≈→τ  ,               (5) 

где 
2,,0

~~ )( njjff K== , ),,;( ~~ smxff jj τ∨= , ),,( ~~ smQQ τ=  и т.п. 

Замечание. Вместо совокупности значений ∨q  могут быть заданы 

«контрольные» значения 
2,,0)( njjff K=

∨∨ = :  

~mf →∨  ,   ),,;,(),,( ~~~~~~ NFQffqsm ∨≈→τ  .              (6) 
3. Обратные по температурному фактору задачи. Аналогично п.2 

сформулируем обратную по управлению )(xτ  в (1) задачу [13, 14]. Пусть 
для ]1;0[=X  заданы “1)”-“4)” из п.2 и:  
5) непрерывное управление )(xm , Xx∈ ;  
6) ограничения ];[ ,,, kjkjkj tbI = , 1,,1 nj K= , 1,,0 νK=k , 11 ≥ν .  

Требуется найти непрерывно-дифференцируемое на X  управление 

)(~ xτ , задаваемое [9] элементами )()( ~~ xx jττ =  для ];[ 1
∧∧

−∈ jj xxx , 

1,,1 nj K= , удовлетворяющими условиям  

kj
k Ix ,
)(~ )()( ∈τ    для   ];[ 1

∧∧
−∈ jj xxx  ,   1,,0 νK=k  ,                (7) 

такое, что вычисленные на 2X  значения 
2,,0

~~ )( njjqq K== , =~
jq  

),,;( ~ smxq j τ∨= , должны быть близкими к ∨q , т.е. 

~τ→∨q  ,   ),,;,(),,( ~~~~~~ NFQfqqsm ∨≈→τ  ,                (8) 

где 
2,,0

~~ )( njjff K== , ),,;( ~~ smxff jj τ∨= , ),,( ~~ smQQ τ=  и т.п. 
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Замечание. Для «контрольных» значений 
2,,0)( njjff K=

∨∨ = :  

~τ→∨f  ,   ),,;,(),,( ~~~~~~ NFQffqsm ∨≈→τ  .               (9) 
4. Об аппроксимационной и интерполяционной постановках. Для 

определения близости ~q  и ∨q  введём  
∨

=
∨

∞ −= jjnj qqqqR ~
,,0

~
2

max);( K  ,                            (10) 

p
n
j

p
jjp qqqqR

1

0
~~ 2);( 







 −= ∑ =
∨∨    при   );1[ +∞∈p  .             (11) 

Постановка ОЗ (4), (5) называется [12-14] интерполяционной (ИПОЗ), 

если для заданного малого 01 >ε  требуется найти такое управление ~m , 

что в узлах 2X  значения ~q  совпадают с ∨q  с точностью 1ε : 

1
~ );( ε≤∨

∞ qqR  .                                            (12) 
Величина 1ε  ограничена снизу величиной 0min >ε , зависящей от способа 
представления вещественных чисел и применяемых численных методов.  

Постановка ОЗ называется [12-14] аппроксимационной (АПОЗ), если 

для заданного ];1[ +∞∈p  требуется отыскать пару );( ~~ qm , где управле-

ние ~m  является приближённым решением экстремальной задачи  

);(inf)( ~*
~

∨∨ = qqRqR pmp  .                                  (13) 

Постановки для ОЗ (7), (8) и случаев (6) и (9) - аналогичны.  
5. О возможности восстановления управления в точке торможе-

ния. Сформулируем справедливые как для цилиндрических, так и для сфе-
рических поверхностей утверждения (обозначения по [10, 11]) о монотон-
ной зависимости локальных ТП и НТ в ТТ от вдува, от ТФ и от МП. Пусть 
фиксированы значения неизменяемых параметров: ]40;10[∈∞M , 

]30;10[∈H  ][км , ]1;1,0[∈R  ][м . Пусть диапазоны изменения управляющих 
параметров в ТТ ограничены: ]1;0[)0(0 ∈= mm , ]9,0;15,0[)0(0 ∈=ττ , 

]4E5;0[)0(2
00 ∈= Bs σ . Тогда функция ),,;0( 0000 smqq τ= , определяющая 

значения локального ТП в малой окрестности ТТ, является однозначной 
функцией от 0m , 0τ , 0s  в условиях Утверждений 1, 2, 3 из [11], соответст-
венно. Более точно, верны следующие утверждения [13, 14].  

Утверждение 5.1. Для любого сочетания (фиксированных) значений 

0τ , 0s  функция ),,;0( 000 smq τ  строго монотонно убывает по 0m .  
Утверждение 5.2. Для любого сочетания (фиксированных) значений 

0m , 0s  функция ),,;0( 000 smq τ  строго монотонно убывает по 0τ .  
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Утверждение 5.3. Для любого сочетания (фиксированных) значений 

0m , 0τ  функция ),,;0( 000 smq τ  строго монотонно убывает по 0s .  
На рис. 4-6 представлены графики зависимости ТП 0q  в ТТ от управ-

ляющих параметров: вдува ]1;0[0 ∈m  (рис. 4), ТФ ]9,0;15,0[0 ∈τ  (рис. 5), 
МП ]4E5;0[0 ∈s  (рис. 6). Расчёты приведены для 10=∞M , 10=H  ][км , 

1,0=R  ][м . Левые части рисунков соответствуют обтеканию боковой по-
верхности кругового цилиндра [13], правые - сферического носка [14].  

На рис. 4 ТФ 15,00 =τ  соответствуют кривые 1 и 2; 45,00 =τ  - кривые 
3 и 4; 9,00 =τ  - кривые 5 и 6. Применению МП с 4E50 =s  соответствуют 
кривые 2, 4, 6, отсутствию МП – кривые 1, 3, 5.  

 

Рис. 4. Зависимости 0q  от вдува ]1;0[0 ∈m  

На рис. 5 вдуву 00 =m  соответствуют кривые 1 и 2; 5,00 =m  - кривые 
3 и 4; 10 =m  - кривые 5 и 6. Применению МП с 4E50 =s  соответствуют 
кривые 2, 4, 6, отсутствию МП – кривые 1, 3, 5.  

 

Рис. 5. Зависимости 0q  от ТФ ]9,0;15,0[0 ∈τ  

На рис. 6 вдуву 00 =m  соответствуют кривые 1, 2, 3; 5,00 =m  - кри-
вые 4, 5, 6; 10 =m  - кривые 7, 8, 9. Значению ТФ 15,00 =τ  соответствуют 
кривые 1, 4, 7; 45,00 =τ  - кривые 2, 5, 8; 9,00 =τ  - кривые 3, 6, 9.  
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Рис. 6. Зависимости 0q  от МП ]5;0[4E10 ∈−⋅s  

Учитывая 0),,;(lim 000
0

=
→

smxf
x

τ , используем в окрестности ТТ пред-

ставление )(),,(),,;( 000000
kk xosmfxsmxf +⋅= ττ , где аналогично 0θ , 1θ , 

0ω , 1ω  в (14) и (30) из [10] функция ),,( 0000 smff τ=  - коэффициент при 
значащей степени x . Поскольку локальное НТ f  однозначно зависит от 
параметра 0θ  модели ПС [10], то верны [13, 14] следующие утверждения.  

Утверждение 5.4. Для любого сочетания (фиксированных) значений 

0τ , 0s  функция ),,( 000 smf τ  строго монотонно убывает по 0m .  
Утверждение 5.5. Для любого сочетания (фиксированных) значений 

0m , 0s  функция ),,( 000 smf τ  строго монотонно возрастает по 0τ . 
Утверждение 5.6. Для любого сочетания (фиксированных) значений 

0m , 0τ  функция ),,( 000 smf τ  строго монотонно убывает по 0s . 

На рис. 7-9 представлены зависимости коэффициента 0f  локального 
НТ f  в ТТ от управляющих параметров в условиях рис. 4-6. 

 

Рис. 7. Зависимости 0f  от вдува ]1;0[0 ∈m  

Для ИПОЗ примеры решений на отрезке из [15, 16] приведены в [1]. 
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Рис. 8. Зависимости 0f  от ТФ ]9,0;15,0[0 ∈τ  

 

Рис. 9. Зависимости 0f  от МП ]5;0[4E10 ∈−⋅s  

Заключение. Обратные задачи тепломассообмена приведены в дан-
ной работе в наиболее естественной для случая пористой поверхности [8] 
постановке – для непрерывных управлений. Для прямой задачи тема раз-
рывных управлений обсуждалась в [7], а различные конструкторские и га-
зодинамические ограничения на управление для случая пористой поверх-
ности - в [9]. Вопросы восстановления управлений для случая перфориро-
ванной поверхности (для случая разрывных управлений - вдувов) являются 
предметом отдельного исследования. 
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О  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ  ЭКСПЕРИМЕНТАХ  ПО  ПОСТРОЕНИЮ  
ЭФФЕКТИВНОГО  УПРАВЛЕНИЯ  ТЕПЛОМАССООБМЕНОМ   
В  ПРЯМЫХ  И  ОБРАТНЫХ  ЗАДАЧАХ  ГИПЕРЗВУКОВОЙ   

АЭРОДИНАМИКИ 

Г.Г. Бильченко , Н.Г. Бильченко (КНИТУ-КАИ, Россия, 420111, Казань, 
К.Маркса, 10) 

E-mail:   ggbil2@gmail.com , bilchnat@gmail.com 

ON  THE  COMPUTATIONAL  EXPERIMENTS  OF  EFFECTIVE  
HEAT  AND  MASS  TRANSFER  CONTROL  SYNTHESIS  IN  DIRECT  

AND  INVERSE  PROBLEMS  OF  HYPERSONIC  AERODYNAMIC S  

G.G. Bilchenko , N.G. Bilchenko (KNRTU-KAI, Russia,420111,Kazan, 
K.Marx str.,10) 

Keywords: control, heat and mass transfer, hypersonic flows, laminar 
boundary layer, direct problem, inverse problem, interpolation statement, gener-
alized integral relations, computational experiment, sensitivity, switching point. 

Введение. Данная работа, являясь продолжением [1], сохраняет при-
нятые в ней обозначения, сокращения. Ссылки на [2-16] соответствуют 
списку литературы из [1].  

Обсуждаются результаты вычислительных экспериментов [2-6, 11-14] 
по математическому моделированию эффективной тепловой защиты про-
ницаемых цилиндрических и сферических поверхностей ГЛА, проведён-
ных с помощью программно реализованных алгоритмов, предложенных 
для прямых [10] и обратных [15] задач гиперзвуковой аэродинамики. Ха-
рактеристики ПС получены численным интегрированием систем ОДУ [10], 
выведенных с помощью метода обобщённых интегральных соотношений 
А.А.Дородницына. 

В п.1.1 приведены «простые» законы вдува, позволяющие получить 
управление локальными ТП, близкое к оптимальному. В п.1.2 проведено 
исследование влияния ТФ, а в п.1.3 - МП на характеристики термосилово-
го нагружения в ПЗ. 

В п.2.1 в качестве примеров синтеза управления для ОЗ в интерполя-
ционной постановке рассмотрены два типа законов вдува. В п.2.2 построе-
ны допустимые формы локальных ТП и НТ для законов вдува, обобщаю-
щих закон III из [6]. Отмечено различие в характере чувствительности 
управляемых параметров к ступенчатому изменению управления (вдува). 
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1. Вычислительные эксперименты в прямых задачах тепломассо-
обмена.  

1.1. Применение «простых» законов вдува для построения управ-
ления, близкого к оптимальному. Располагая результатами расчётов [2-5], 
моделирующих обтекание поверхностей гиперзвуковыми потоками возду-
ха, интересно проанализировать применение различных «простых» (ку-
сочно-линейных, кусочно-постоянных) законов вдува [6], представленных 
на рис.1. Мощность системы охлаждения предполагается одинаковой (со-
ответствующей постоянному вдуву) для всех вариантов законов.  

 
Рис. 1. «Простые» законы вдува  

Аналитическое представление законов имеет вид [6]: 
“треугольник”: 
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“вертикальная трапеция”: 
( ) ( ) ( ) xmxmmmxmxm ⋅+−⋅== 1010IVIV 1,;    при   ]1;0[∈x  .          (4) 

Следует отметить, что закон постоянного вдува  
( ) ( ) ∗∗∗ ≡= mmmxmxm c ,;IVIV    при   ]1;0[∈x                       (5) 

является частным случаем закона IV и предельным для законов II и III. 
Обозначения кривых на рис.2 и параметры вычислительных экспери-

ментов, приведённые в Таблицах 1 и 2, соответствуют [6]. Кривые 6 соот-

ветствуют оптимальному вдуву, законы которого )(xmcyl
opt  и )(xmsph

opt  пред-

ставлены кривыми 2 и 3 на рис.1 из [1].  
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Таблица 1        

Кривая Закон cylx∗  cylm∗  sphx∗  sphm∗  

1 I 0,905 0,8074 0,934 1,1847 
2 II 0,472 0,5001 0,654 0,5002 
3 III 0,6 0,5531 0,7 0,6078 

 
Таблица 2        

Кривая Закон cylm0  cylm1  sphm0  sphm1  

4 IV 0,55 0,1673 0,70 0,1751 
5 IVc 0,3 0,3 0,3 0,3 
7 IV 0,7457 0,0 1,0673 0,0 
8 IV 0,0 0,3996 0,0 0,3664 
9 IV ( 0=N ) 0 0 0 0 

 

 
Рис. 2. Локальные ТП  

1.2. Исследование влияния температурного фактора. Рассматрива-
ется случай отсутствия вдува ( 0=m ) и МП ( 0=s ). ТФ τ  предполагается 
постоянным и изменяется в пределах от 1,0  до 9,0 . Следует отметить, что 
рассмотрение предельных случаев 0→τ  и 1→τ  интересно лишь с мате-
матической точки зрения, так как в первом случае мгновенное охлаждение 
стенки технически не реализуемо, а во втором поддержание температуры 
обшивки на уровне точки торможения нецелесообразно (и даже вредно с 
точки зрения создания угрозы турбулизации пограничного слоя). 

На рис. 3 и 4 представлены графики зависимости локальных ТП и НТ 
от координаты, соответствующие значениям ТФ { }9,0;;2,0;1,0 K∈τ  (указа-
но положение кривых, соответствующих 1,0=τ ). 

Вывод 1. С увеличением ТФ τ  интенсивность поглощения тепла 
стенкой уменьшается, а локальное напряжение трения возрастает. 
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Рис. 3. Зависимости локальных ТП от координаты ( 0=m , 0=s ) 

 
Рис. 4. Зависимости локальных НТ от координаты ( 0=m , 0=s ) 

1.3. Исследование влияния магнитного поля. 
1.3.1.Случай различных τ  в отсутствии вдува. На рис. 5 и 6 пред-

ставлены графики зависимости локальных ТП и НТ от координаты для 
случаев сильно ( 1,0=τ : кривые 1 и 2), умеренно ( 5,0=τ : кривые 3 и 4) и 
слабо ( 9,0=τ : кривые 5 и 6) охлаждаемых поверхностей. МП 4E1=s  
соответствует кривым 1, 3, 5, а 4E5=s  - кривым 2, 4, 6. 

 
Рис. 5. Зависимости локальных ТП от координаты 
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Рис. 6. Зависимости локальных НТ от координаты 

На рис. 7 и 8 представлены графики зависимости интегральных ТП и 
НТ от ТФ ]9,0;1,0[∈τ  при МП: }5;;1;0{4E1 K∈−⋅s . Положение кривых, 
соответствующих случаю отсутствия МП ( 0=s ) и случаю 4E5=s , 
обозначено. 

 
Рис. 7. Графики зависимостей интегральных ТП от ]9,0;1,0[∈τ  

 

Рис. 8. Графики зависимостей интегральных НТ от ]9,0;1,0[∈τ  

На рис. 9 и 10 представлены графики зависимости интегральных ТП и 
НТ от МП ]4E5;0[∈s  при различных значениях ТФ }9,0;;2,0;1,0{ K∈τ  
(указано положение кривых, соответствующих 1,0=τ ). 
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Рис. 9. Графики зависимостей интегральных ТП от ]5;0[4E1 ∈−⋅s  

 

Рис. 10. Графики зависимостей интегральных НТ от ]5;0[4E1 ∈−⋅s  

1.3.2. Случай фиксированного τ  при различных законах вдува. 
Зафиксируем ТФ 25,0=τ  и рассмотрим различные законы вдува. 

На рис. 11 и 12 представлены графики зависимости локального ТП и 
локального НТ от координаты для сильно охлаждаемых поверхностей при 
наличии МП и различных законах вдува.  

 
Рис. 11. Зависимости локальных ТП от координаты  (при наличии вдува и магнитного 

поля) 
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Рис. 12. Зависимости локальных НТ от координаты  (при наличии вдува и магнитного 

поля) 

Отсутствию вдува ( 0=m ) соответствуют кривые 1, 2, 3; вдуву 
3,0=m  - кривые 4, 5, 6; оптимальному вдуву optm  (в первом приближении) 

[2-5], где )3,0()( == mNmN opt , соответствуют кривые 7, 8, 9. Случай от-

сутствия магнитного поля ( 0=s ) соответствует кривым 1, 4, 7; случай 
4E1=s  - кривым 2, 5, 8; 4E3=s  - кривым 3, 6, 9. 

Вывод 2. Применение МП в качестве дополнительного средства 
управления ламинарным ПС электропроводящего газа для сильно охлаж-
даемой поверхности позволяет добиться дополнительного снижения ло-
кальных ТП и НТ как в случае постоянного, так и в случае оптимального 
вдува. 

Следует отметить, что результаты вычислительных экспериментов по 
построению управлений, близких к оптимальным, с помощью «простых» 
законов (треугольник, трапеция), проведённых аналогично рассмотренным 
в [6] для случая равновесно диссоциирующего газа, но с учётом МП, пока-
зали, во-первых, что графики зависимостей, построенные для них, на-
столько близки к кривым 7, 8 и 9 на рис. 11 и 12, что приводить их на от-
дельных рисунках нецелесообразно; во-вторых, подтвердили вывод 2 и в 
отношении «простых» законов. 

2. Вычислительные эксперименты в обратных задачах. 
2.1. О влиянии температурного фактора на восстановление вдува. 

Приведём два примера интерполяционных восстановлений вдувов для ло-
кальных ТП и НТ, аналогичных рассмотренным в [15, 16], для случаев об-
текания боковой поверхности кругового цилиндра и сферического носка 
при 10=H  ][км , 1,0=R  ][м , 10=∞M . Продолжая исследования [11] о 
влиянии ТФ на ПС, с помощью программы, реализующей ПЗ, были полу-
чены последовательности значений dirq  и dirf  для законов вдува dirm , 
обобщающих (1)-(5), рассмотренных в п. 1, при различных постоянных за-
конах ТФ }9,0;;2,0;15,0{ K∈dirτ . Далее к ним при различных постоянных 
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законах ТФ }9,0;;2,0;15,0{ K∈invτ  с ограничением ]1;0[0, =jI  была при-

менена процедура решения ИПОЗ для вдува. 
2.1.1. По «контрольным» dirq  и dirf , соответствующим постоянному 

вдуву 3,0≡m  при 25,0≡dirτ , процедура решения ИПОЗ для вдува при не-

которых }9,0;;2,0;15,0{ K∈invτ  построила )(~ xm . На рис. 13 представлены 

законы ~m , полученные по ТП, на рис. 14 - соответственно - по НТ.  

 

Рис. 13. Вдувы )(~ xm , восстановленные по локальным ТП 

 

Рис. 14. Вдувы )(~ xm , восстановленные по локальным НТ 

Для значений ∗≥ττ , где 534,0=∗
cylτ  и 466,0=∗

sphτ , из-за ограничения 
00, =jb  на вдув построение по ТП невозможно. Аналогично, при ∗≥ττ , 

где 755,0=∗
cylτ  и 858,0=∗

sphτ , для НТ срабатывает ограничение 10, =jt .  

2.1.2. По dirq  и dirf , соответствующим закону «вертикальная тра-

пеция» (кривые 7 на рис. 2) при 00 =m , 3996,01 =cylm , 3664,01 =sphm , 

процедура решения ИПОЗ для вдува при }9,0;;2,0;15,0{ K∈invτ  построила 
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~m , представленные на рис. 15 (по ТП) и 16 (по НТ). Вдув становится 
меньше 00, =jb  при 25,0>τ  при восстановлении по ТП, а при 25,0<τ  - по 

НТ. Кроме того, при ∗≥ττ , где 67,0=∗
cylτ  и 79,0=∗

sphτ , для НТ достига-
ется ограничение 10, =jt . 

 

Рис. 15. Вдувы )(~ xm , восстановленные по локальным ТП 

 

Рис. 16. Вдувы )(~ xm , восстановленные по локальным НТ 

2.2. Допустимые формы локальных тепловых потоков и напряже-
ний трения. Следует отметить различный характер чувствительности q  и 
f  к ступенчатому (дискретному) изменению управления )(xm . Чувстви-
тельность q  существенно падает при приближении точки переключения 

∗x  к 1, а у f  это менее заметно.  
На рис. 17 приведены зависимости локальных ТП, на рис. 18 - локаль-

ных НТ от локальной координаты. Кривые соответствуют законам вдува 
«обобщённая ступенька» (3)  

( )




∈
∈

=
∗

∗
∗ ,]1;(при

;);0[при
,,;

2

1
21 xxm

xxm
xmmxm                           (6) 

где }95,0;;15,0;10,0;05,0;01,0{ K∈∗x , 3,01 =m , }1;3,0;0{2 ∈m . 
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Рис. 17. Реакции локальных ТП q  на ступенчатое изменение вдува 

 

Рис. 18. Реакции локальных НТ f  на ступенчатое изменение вдува 

Заключение. В силу ограниченности объёма в данной работе, как и в 
её первой части [1], представлены лишь некоторые результаты математи-
ческого моделирования эффективного управления параметрами термоси-
лового нагружения проницаемых цилиндрических и сферических поверх-
ностей ГЛА. 
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 Введение. Рассматривается задача оптимального управления непре-
рывно-дискретными системами. Непрерывная часть системы описывается 
дифференциальными уравнениями, а дискретная часть, моделирующая ра-
боту автомата с памятью, – рекуррентным включением. Дискретная часть 
осуществляет переключения режимов работы непрерывной части системы. 
Моменты переключений, а также их количество заранее не заданы. Они 
находятся в результате оптимизации функционала качества управления, в 
котором учитываются затраты на каждое переключение. Поставленная за-
дача обобщает задачу оптимального управления непрерывно-дискретными 
системами [1] и относится к задачам оптимального управления переклю-
чающими (гибридными) системами [2].  

 Показано, что функция цены (функция Гамильтона – Якоби – Белл-
мана) строится из вспомогательных функций, так называемых условных 
функций цены. Применяя к задаче метод динамического программирова-
ния, выведены уравнения для условных функций цены, и доказаны доста-
точные условия оптимальности. Использование условий оптимальности 
демонстрируется на примере, аналогичном классической задаче быстро-
действия Фельдбаума А.А. [3].  

 Постановка задачи. Пусть на заданном промежутке времени 
],[ 0 FttT =  функционирования динамической системы ее дискретная (ав-

томатная) часть N  раз меняет состояние (совершает переключение) 
в тактовые моменты времени 1t ,…, Nt , образующие неубывающую после-

довательность: 

  FNN ttttt =≤≤≤≤ + &110 ... . (1) 

Между неравными тактовыми моментами времени дискретная часть 
сохраняет свое состояние, а непрерывная часть изменяется согласно диф-
ференциальному уравнению 
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  ))(),(),(,()( tutytxtftx =& ,   ii ttt <≤−1 , (2) 

  1)( −= iyty ,         1,...,1 += Ni . (3) 

В тактовые моменты времени скачки дискретной части удовлетворяют 
включению  

  }{\)),(,( 11 −−∈ iiiii yytxtGy ,    Ni ,...,1= . (4) 

В уравнениях движения (2)–(4): 
 )(txx =  и )(tuu =  – состояние и управление непрерывной состав-

ляющей системы в момент времени Tt ∈ , nXx R⊂∈ , pUu R⊂∈ ; 
 )( ii tyy =  – состояние дискретной составляющей системы в тактовый 

момент времени Tti ∈ , m
i Yy R⊂∈ , Ni ,...,1= ; 

 функция nUYXTf R→×××:  непрерывна на всей области опреде-
ления вместе с производной xf ∂∂ / ; многозначное отображение 

YYXTyxtGyxt 2:),,(),,( →××→  замкнуто.  
 Равенство последовательных моментов в (1) означает, что дискретная 

часть системы совершает мгновенные многократные переключения [4]. 
Таким образом, траектории дискретной части являются непрерывными 
справа ступенчатыми функциями с многозначными разрывами. Отметим, 
что в условии (4) исключаются так называемые фиктивные переключения, 
при которых состояние дискретной части не изменяется, например, 

1−= ii yy . Траектория XTx →:  непрерывной части системы представляет 

собой абсолютно непрерывную функцию, удовлетворяющую уравнению 
(2) почти всюду на T . Заметим, что характер разрыва (многозначный или 
обычный – однозначный) траектории дискретной части не влияет на траек-
торию непрерывной части системы. Управление UTu →:  непрерывной 
частью системы ограниченное и измеримое. 

 Множество допустимых процессов ),,( 000 yxtD  образуют тройки 

))(),(),(( ⋅⋅⋅= uyxd , в которых траектории и управления удовлетворяют 
уравнениям движения (2),(3) с начальными условиями  

 00)( xtx = ,     00)( yty = . (5) 

Условие (5) не исключает одного или нескольких переключений дис-
кретной части в начальный момент времени 0t , поскольку первых не-

сколько тактовых моментов (1) могут совпадать. Момент Ft  окончания 

работы системы задан, а конечное состояние свободно. Множество допус-
тимых процессов может быть ограничено дополнительными терминаль-
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ными и фазовыми ограничениями. Подчеркнем, что количество ||T=N  
переключений и тактовые моменты 1t ,…, Nt  не фиксированы и у разных 

допустимых процессов могут не совпадать. 
 На множестве ),,( 000 yxtD  допустимых процессов задан функционал 

качества управления 

     ))(),((),),(,())(),(),(,(
1

1
0

0

FF

N

i
iiii

t

t

tytxFyytxtgdttutytxtfI
F

++= ∑∫
=

−
+ , (6) 

где функции R→××× UYXTf :0  и R→×YXF :  непрерывны и ограни-

чены снизу, а функция +
+ →××× RYYXTg :  неотрицательна. Последнее 

условие позволяет рассматривать каждое слагаемое ),),(,( 1 iiii vytxtg −
+  в 

(6) как затраты (или "штраф") при переключении ii yy →−1  состояния дис-

кретной части.  
 Требуется найти минимальное значение функционала (6) и оптималь-

ный процесс ),,())(*),(*),(*(* 000 yxtuyxd D∈⋅⋅⋅= , на котором это значе-

ние достигается: 

  ),,,(min*),,,( 000
),,(

000
000

dyxtIdyxtI
yxtd D∈

= . (7) 

Если наименьшее значение (7) не существует, то ставится задача на-
хождения минимизирующей последовательности допустимых процессов 
[5]. Количество переключений у процессов минимизирующей последова-
тельности может оставаться конечным или неограниченно возрастать. Бес-
конечное количество переключений у оптимального процесса становится 

невозможным, если усилить условие неотрицательности функции +g  в (6):  

  0),,,( min >≥ ++ gvyxtg . (8) 

Применение таких "штрафов" в функционале качества исключает по-
следовательности процессов с неограниченным ростом числа переключе-
ний как неминимизирующие.  

 В прикладных задачах нередко возникают ограничения на количество 
переключений. Задача минимизации функционала (6) на множестве допус-
тимых траекторий с заданным числом переключений формулируется сле-
дующим образом. Пусть ),,( 000 yxtND  – множество допустимых процессов 

из ),,( 000 yxtD  с N  переключениями, быть может, фиктивными. Требуется 

найти минимальное значение функционала (6) на множестве ),,( 000 yxtND  

и процесс ),,( 000 yxtd NN D∈ , на котором это значение достигается: 
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  ),,,(min),,,( 000
),,(

000
000

dyxtIdyxtI
yxtd

N
ND∈

= . (9) 

Такой процесс Nd  будем называть условно оптимальным, имея в виду 

его оптимальность при дополнительном условии – заданном числе пере-
ключений N .  

 2. Условные функции цены и образующие. Применение динамиче-
ского программирования [6] опирается на понятие функции цены (функ-
ции Гамильтона – Якоби – Беллмана), значение ),,( yxtϕ  которой по опре-
делению равно значению функционала оставшихся (будущих) потерь 

),,,( dyxtI  на оптимальной траектории, исходящей из позиции ),,( yxt :  

  ),,,(min),,(
),,(

dyxtIyxt
yxtd D∈

=ϕ . (10) 

Процессы из ),,( yxtD  удовлетворяют начальным условиям xtx =)( , 
yty =)( , а тактовые моменты времени 1t ,…, Nt  образуют неубывающую 

последовательность на промежутке ],[ Ftt : FN tttt ≤≤≤≤ ...1 , причем ко-

личество N  и сами моменты 1t ,…, Nt  переключений у разных допустимых 

процессов могут не совпадать. 
 Определим образующую функции цены, значение ),,( yxtNϕ  которой 

равно значению функционала оставшихся потерь ),,,( dyxtI  на оптималь-
ной траектории, исходящей из позиции ),,( yxt  и имеющей ровно N  пере-
ключений, быть может, фиктивных. Иначе говоря, образующая функции 
цены равна минимальному значению функционала ),,,( dyxtI  на множест-
ве допустимых процессов ),,( yxtND : 

  ),,,(min),,(
),,(

dyxtIyxt
yxtd

N
ND∈

=ϕ . (11) 

 Наконец, условной функцией цены будем называть функцию 
)|,,( τφ yxtN , равную значению функционала оставшихся потерь ),,,( dyxtI   

на оптимальной траектории, исходящей из позиции ),,( yxt  и имеющей 
ровно N  переключений, быть может, фиктивных, первое из которых про-
исходит в момент времени ],[ Ftt∈τ . При 0=N  полагаем по определению 

),,()|,,( 00 yxtyxt ϕ=τφ  для всех ],[ Ftt∈τ . Если обозначить через 

)|,,( τyxtND  – множество допустимых процессов из ),,( yxtND  с первым 

переключением в момент ],[ Ftt∈τ , то  

  ),,,(min)|,,(
)|,,(

dyxtIyxt
yxtd

N
N τ∈

=τφ
D

. (12) 
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 Уравнения метода. Применяя метод динамического программирова-
ния, получаем уравнения, которым удовлетворяют образующие и услов-
ные функции цены. Предполагаем, что все условные функции имеют част-
ные производные по t  и x . Нулевая образующая является решением урав-
нения  

  0]),,,(),,,([min 0),,(),,( 00 =++ ∂
ϕ∂

∂
ϕ∂

∈
uyxtfuyxtf

x

yxt

t

yxt

Uu
 (13) 

с терминальным условием  

  ),(),,(0 yxFyxtF =ϕ . (14) 

Остальные образующие и условные функции цены удовлетворяют 
уравнениям  

  0]),,,(),,,([min 0)|,,()|,,( =++ ∂
τφ∂

∂
τφ∂

∈
uyxtfuyxtf

x

yxt

t

yxt

Uu

kk , (15) 

  )],,,(),,([min)|,,( 1
),,(

zyxgzxyx k
yxGz

k τ+τϕ=ττφ +
−τ∈

, (16) 

  )|,,(min),,( τφ=ϕ
≤τ≤

yxtyxt k
tt

k
F

,     ,...2,1=k ; (17) 

а функция цены является нижней огибающей своих образующих 

  ),,(min),,( yxtyxt k
k

ϕ=ϕ
+∈Z

. (18) 

 Дифференциальные уравнения (13),(15) представляют собой уравне-
ния Гамильтона – Якоби – Беллмана с параметром Yy∈ . Этому уравне-
нию удовлетворяет условная функция цены до первого из k  оставшихся 
переключений. В момент τ  первого переключения решение дифференци-
ального уравнения (15) удовлетворяет терминальному условию (16). Ра-
венство (17) связывает образующую с условной функцией цены, а (18) – 
функцию цены с образующими. Система (13)–(18) позволяет найти функ-
цию цены по вспомогательным функциям. При наличие терминальных ог-
раничений условия (14) и (16) меняются соответствующим образом. 

В уравнениях (13)–(18) имеются пять операций минимизации. При 
решении дифференциальных уравнений (13),(15) определяем оптимальное 
управление непрерывной частью системы 

 ]),,,(),,,([minarg)|,,( 0)|,,()|,,(
uyxtfuyxtfyxt

x

yxt

t

yxt

Uu
k

kk ++=τ ∂
τφ∂

∂
τφ∂

∈
u . (19) 

Разумеется, что при отсутствии переключений, т.е. при 0=k , услов-
ная функция цены и управление (19) не зависят от момента τ  переключе-
ния, т.е. ),,(),,( 00 yxtyxt φ=ϕ  и )|,,(),,( 00 τ= yxtyxt uu . Решая уравнение 
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(16), определяем оптимальное состояние дискретной части системы после 
переключения  

  )],,,(),,([minarg),,( 1
),,(

zyxgzxyx k
yxGz

k τ+τϕ=τ +
−

τ∈
y , (20) 

а из равенств (17) и (18) получаем оптимальный момент первого из остав-
шихся k  переключений и оптимальное количество переключений 

  )|,,(minarg),,( τφ=
≤τ≤

yxtyxt k
tt

k
f

τ , (21) 

  ),,(minarg),,( yxtyxt k
k

ϕ=
+∈Z

k . (22) 

Позиционные конструкции (19)–(22) позволяют найти оптимальный 
процесс. Пусть система находится в позиции ),,( 000 yxt , т.е. удовлетворяет 

начальным условиям (5). Тогда для этой позиции находим количество пе-
реключений ),,( 000 yxtN k=  у оптимальной траектории, а также момент 

первого переключения ),,( 0001 yxtt Nτ= . Если 01 tt > , то на промежутке 

),[ 10 tt  траектория дискретной части постоянна 0)( yty = , а траектория не-

прерывной части удовлетворяет уравнению (2) с программным управлени-
ем ))(),(,()( 1ttytxttu N |u= . Если 01 tt = , то дискретная часть изменяет со-

стояние согласно включению (3) ),,( 0011 yxty Ny= . Состояние непрерыв-

ной части системы при этом сохраняется. Таким образом, система прихо-
дит в позицию ),,( 111 yxt , в которой выполняются те же действия, за ис-

ключением поиска оптимального количества переключений, так как оно 
равно 1−N . Если в начальной позиции ),,( 000 yxt  оптимальное количество 

переключений равно нулю 0),,( 000 =yxtk , то переключений дискретной 

части нет и 0)( yty = , Tt ∈ , а движение непрерывной части происходит со-

гласно уравнению (2) под действием программного управления 
)),(,()( 00 ytxttu u= . 

Достаточные условия оптимальности. Сформулируем достаточные 
условия оптимальности, используя образующие и условные функции цены. 

Теорема. Если существуют последовательности функций kϕ  и kφ , 

+∈Zk , удовлетворяющих на области определения уравнениям (13)–(18), 

то для оптимальности допустимого процесса ),,())(),(),(( 000 yxtuyx D∈⋅⋅⋅  

с тактовыми моментами времени FN tttt ≤≤≤≤ ...10  достаточно, чтобы 

выполнялись условия 
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  ),,( 000 yxtN k= , (23) 

  )),(,()( 11 iiiN tytxttu |u −+−= , (24) 

  ),,( 11 −+−= iiiiNi yxty y , (25) 

  ),,( 1111 −−−+−= iiiiNi yxtt τ , (26) 

где ii ttt <≤−1 , Ni ,...,1= . При 0=N  равенства (25),(26) опускаются. 

 Действительно, при 0>N  уравнение (15) для управления (24) можно 
записать в виде  

  0))(,),(,()),(,( 0 =+τφ tuytxtfytxtktd
d | , (27) 

используя полную производную функции )),(,( τφ |ytxtk  по времени в силу 

системы (2). Поэтому, интегрируя равенство (27) на промежутке ],[ 1 ii tt − , 

где 1+−= kNi , получаем 

 

0)),(,(),,(),,(

1

1
0

1111 =+φ−φ ∫
−

−−−−−

i

i

t

t
iiiiikiiiik dtytxtftyxttyxt || . (28) 

Найдем интеграл по последнему промежутку ],[ 1+NN tt  от левой части 

(27) при 0=k . Учитывая (13),(14) приходим к равенству 

  0)),(,(),,(),(
1

0
01 =+ϕ− ∫

+

+

N

N

t

t
NNNNNN dtytxtfyxtyxF . (29) 

Из (16) и (25) следует, что  

=+ϕ=φ −
+

−∈−
−

)],,,(),,([min),,( 11),,(1
1

zyxtgzxttyxt iiiiik
yxtGz

iiiik
iii

|  

),,,(),,( 11 iiiiiiik yyxtgyxt −
+

− +ϕ= , 

а из (17) и (26) – 
),,(),,(min),,( 111111111

1
−−−−−−≤τ≤−−− ϕ=τφ=φ

−
iiikiiik

tt
iiiik yxtyxttyxt

Fi

|| . 

Подставляя эти выражения в (28), получаем 

 0)),(,(),,(),,,(),,(

1

1
0

11111 =+ϕ−+ϕ ∫
−

−−−−−
+

−

i

i

t

t
iiiikiiiiiiik dtytxtfyxtyyxtgyxt . 

Суммируя эти равенства по Ni ,...,1=  (при этом 1,...,Nk = ) и добавляя 
равенство (29), приходим к соотношению 
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 0),,(),(),,,()),(,( 0001
1

11
0

1

0

=ϕ−++ +
=

−
+

− ∑∫
+

yxtyxFyyxtgdtytxtf NNN

N

i
iiii

t

t
i

N

. 

Значит, для допустимого процесса ))(),(),(( ⋅⋅⋅= uyxd  выполняется ра-

венство ),,,(),,( 000000 dyxtIyxtN =ϕ . Учитывая условие (23), заключаем, 

что ),,,(),,( 000000 dyxtIyxt =ϕ , т.е. этот процесс d  оптимальный, так как 

значение функционала равно значению функции цены. Доказательство 
теоремы при отсутствии переключений (т.е. при 0=N ) сводится к получе-
нию равенства ),,,(),,( 0000000 dyxtIyxt =ϕ  из уравнения (13) и условий 

(14), (24).  
Пример. Пусть на промежутке времени ],0[ T  дискретная (автомат-

ная) часть динамической системы совершает N  переключений в тактовые 
моменты времени Ntt ,...,1 , образующие неубывающую последователь-

ность: 

  Tttt NN =≤≤≤≤ + &11 ...0 . (30) 

Между неравными тактовыми моментами дискретная часть сохраняет 
свое состояние, а непрерывная часть изменяется согласно дифференциаль-
ным уравнениям:  

  )()()( 21 tytxtx −=& ,                )()(2 tutx =& , (31) 

  1)( −= iyty ,    ii ttt <≤−1 ,     1,...,1 += Ni ; (32) 

в тактовые моменты времени скачки дискретной части удовлетворяют 
включению  

  }1,0,1{−∈iy , 1−≠ ii yy , Ni ,...,1= . (33) 

Здесь 2)( R∈= txx , R∈= )(tuu  – состояние и управление непрерыв-

ной составляющей системы в момент времени ],0[ Tt ∈ , 1≤||u ; )( ii tyy =  – 

состояние дискретной (автоматной) составляющей системы в тактовый 
момент времени ],0[ Tti ∈ , Ni ,...,1= . Начальное состояние системы (31)–

(33) задано 

101 )0( xx = ,    202 )0( xx = ,    0)0( =y . 

Момент T  окончания процесса управления определяется конечными 
условиями 

0)(1 =Tx ,    0)(2 =Tx ,    0)( =Ty . 
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Качество управления оценивается функционалом  

  ∑
=

−−λ+=
N

i
ii yyTI

1
1 || , (34) 

где 0>λ  – коэффициент затрат на переключение дискретной части. Коли-
чество N  переключений и сами моменты переключений (30) заранее не 
заданы и находятся в результате оптимизации. Требуется найти оптималь-
ное позиционное управление (для 3/1=λ ). 

Если траектория дискретной части не имеет переключений, то 
0)( ≡ty . В этом случае рассматриваемая задача совпадает с классическим 

примером А.А.Фельдбаума оптимального быстродействия [3]. Типовые 
оптимальные фазовые траектории изображены на рис.1. Пунктирными 
кривыми a, b, с  показаны линии переключения релейного управления 

)(⋅u  при }1,0,1{−∈y . Они разбивают фазовую плоскость на шесть областей, 
три из которых обозначены буквами A,B ,C . Учитывая центральную сим-
метрию, укажем решение только в этих областях. При 02 ≤x  линии пере-

ключения определяются уравнениями (a): 2
2
21 5.0 xxx −= ; (b): 2

21 5.0 xx = ; 

(с ): 2
2
21 5.0 xxx += . Нулевая функция цены 0ϕ  совпадает с функцией цены 

в задаче быстродействия. Другие образующие находятся, используя урав-
нения (15)–(17). В таблице представлены нулевая и вторая образующие. 
Первая образующая для нулевого начального состояния не определена, так 
как за одно переключение нельзя попасть в нулевое конечное состояние. 
Образующие с тремя и более переключениями оказываются хуже, чем с 
двумя.  

Рис.1 
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 Для 3/1=λ  на рис.2 представлено разбиение фазовой плоскости по-
лужирными линиями на области 0 и 2, в которых функция цены совпадает 
с образующей 0ϕ  и 2ϕ  соответственно. Границы этих областей задаются 

равенством 20 ϕ=ϕ . Штриховыми стрелками изображены типовые опти-

мальные фазовые траектории, исходящие из областей 2. Соответствующие 
им траектории дискретной части имеют два переключения. Для траекто-
рии, начинающейся в области A, первое переключение 10→  происходит в 
начальный момент времени 01 =t , а второе 01→  – в конечный момент 

времени Tt =2 . Для траектории, начинающейся в области С : первое пере-

ключение 10 −→  совершается в начальный момент времени 01 =t , а вто-

рое 01→−  – в момент 2t  на линии b. Заметим, что на этой траектории 

управление непрерывной частью системы постоянно 1)( ≡tu  и не имеет 

переключений в отличие от классического случая (см. рис.1). В позициях, 
принадлежащих пересечению 2∩B  (узкая часть области B  между полу-
жирной линией и пунктирной линией a на рис.2), оптимальное управление 
непрерывной частью 1=u , что также отличается от классического случая, 
в котором 1−=u  в области B  (см. рис.1)  

Образующие функции цены. 
N  Область Образующая 

A или B  2
22

1
1200 2)0,()0,( xxxxx BA ++=ϕ=ϕ  

0 
C  2

22
1

120 2)0,( xxxxC +−+−=ϕ  

A 2
22

1
2122 1222)0,( xxxxxA +−++−+λ=ϕ  

2 
B  или C  222 2)0,()0,( xxx CB −λ=ϕ=ϕ  

 
Минимальное значение функционала находится по функции цены. 

Например, для траектории с начальным состоянием )1,3()0( =x  в области 

A имеем 41.33/114)0,1,3()0,1,3(min 2 ≈−=ϕ=ϕ=I , а для траектории, ис-

ходящей из состояния )3,2()0( −=x  в области C , получаем 
67.333/2)0,3,2()0,3,2(min 2 ≈+=−ϕ=−ϕ=I .  
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Введение 
В настоящее время наиболее распространены в народном хозяйстве и 

военной технике комплексированные оптико–электронные приборы (КО-
ЭП) визуализации, включающие в себя каналы наблюдения и зондирова-
ния в широком спектре волн оптического диапазона [1-4]. Появление на 
рынке матричных фотоприемников расшириловозможностиКОЭПи ком-
плексов (К). Несмотря на интенсивное развитиетеории и методов расчета и 
совершенствование бортовых автоматических КОЭП и К возникают ряд 
вопросов, влияющих на качество получаемой оптической информации, в 
частности, это вопросы динамики и качества управления и увязки их с оп-
тическими характеристиками каналов визуализации [2,3,7,8]. 

Методика разработки и исследования динамики 
Разработкасистем автоматического управления (САУ) КОЭП начина-

ется с выбора приемлемого варианта. Для этого необходимо решить мно-
гокритериальную задачу оптимизации с учетом ряда противоречивых тех-
нико-экономических (Т-Э) требований: точность САУ -α1, полоса пропус-
кания САУ -α2, качество изображения -α3, время экспозиции -α4 , потреб-
ляемая энергия -α5, надежность -α6, масса -α7, стоимость -α8, конкуренто-
способность -α9, характеристикиобъектива -α10 и приемника излучения -
α11, и т.п., которые определяются из ТЗ на КОЭП. Критерий выбора при-
емлемого (i) варианта определяется по формуле: 

∑
=

==
n

1j
jijii m)(i,αγmink ,                                              (1) 

где m – число вариантов, n – число Т-Э параметров, γji – весовые коэффи-
циенты, αji – Т-Э параметры, которые определяются методом экспертных 
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оценок специалистов в этих областях науки и техники (или аналитического 
обзора)  с учетом результатов предварительных расчетов и исследований. 
Далее для выбранных приемлемых вариантов САУ (одного или двух) про-
водится исследование их динамики в соответствии со следующими итера-
ционными алгоритмами, представленными на рис.1 в виде блок-схемы.  

За критерий качества САУ обычно принимают совокупность характе-
ристик каналов управления, удовлетворяющих условиям: 

∆α<∆αдоп,  допαα && ∆≤∆ , М ≤ 1,05÷1,25,    ∆ϕ≥ 45-60°, ∆L≥ 6 дб,      (2) 
где  ∆αдоп, допα&∆ , αα &∆∆ ,  -допустимые и установившиеся значения динами-
ческих погрешностей САУ по углу и угловой скорости  при действии воз-
мущений, полученных в условиях, близких к реальной эксплуатации САУ,  
М – показатель колебательности, ∆ϕ, ∆L–запасы устойчивости по фазе и 
по амплитуде, полученные из логарифмической частотной характеристики 
(ЧХ) разомкнутой системы [6]. 

Согласно предлагаемой методике алгоритм разработки САУ и иссле-
дованияеё динамики представлен в виде последовательных интерактивных 
замкнутых процедур (рис.1):  

1) после выполнения 1 – 12 последовательных процедур оцениваем 
критерий качества САУ (2). Если он не выполняется, то проводятся после-
довательно циклы итераций: (12 – 20 -  10…12),(12 – 20 -  21 - 8…12),(12 – 
20 -  23 - 3…12)до обеспечения критерия качества (2), заключающийся в 
оптимальном выборе регулятора;  

2) Далее переходим к исследованию пространственной модели: (13 – 
14 - 15). Если не выполняется критерий (2). то переходим на 2-е кругипос-
ледовательных итераций: (15 – 24 – 21 - 8…15),(15 – 24 – 23 - 3…15), где 
доопределяем число степеней свободы модели и её параметры путем по-
следовательных предыдущих итераций исследований до выполнения кри-
терия (2).C учетом полученной информации доопределяем: приемлемый 
вариант построения САУ и критерий (2), задачи, решаемые САУ, и огра-
ничения. 

3) Затем переходим на испытания на стендах. Если не выполняется 
критерий (2). то переходят  на 3-и круги последовательных итерационных 
процедур: (17 – 25 – 21 – 8…17),(17 – 25 – 26 – 1…17), которые включает в 
себя два предыдущих, что приводит, как правило, к искомому результату. 
Результаты исследований фиксируют в протоколе испытаний. 

4)В заключении испытания на борту. Если не выполняется критерий 
(2), то переходят  на 4-и круги последовательных итерационных процедур: 
(19 –27 – 23 – 3…19),(19 –27 – 26- 1…19), которые включает в себя три-
предыдущих.Результаты испытаний и требования к техническим характе-
ристикам САУ фиксируют в протоколе испытаний. 
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Рис.1.Блок-схема алгоритма методики разработки и исследования динамики 

Приведенная методика была апробирована при разработке ряда САУ 
КОЭП.В каждом из указанных блоков на рис.1 предполагается своя мето-
дика разработки, исследования САУ. некоторые из них приводятся ниже, 
апробированные авторами при разработке САУ КОЭП. 

1.Оценка допуска на точность стабилизации изображения[1, 5]. 
Для изучения процесса формирования изображения с учетом множества 
факторов, влияющих на формирование, преобразование и передачу качест-
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ва изображения, рассмотрим математическую модель (ММ) одного из ва-
риантов КОЭП (рис.2) [2], представляющего собой совокупность: теплови-
зионной системы (ТВС), телевизионной системы (ТС)), фотографической 
системы  (ФС) , наблюдательного прибора в видимой  и ближней ИК 
(прибор ночного видения (ПНВ)) областях. 
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Рис.2. Структура обобщённой модели ОЭП 

В результате действия возмущений ( )tTgPF ,,, и возмущений, идущих 
от носителя, и наличия соответствующего управления КОЭП в простран-
стве остается некомпенсированный сдвиг изображения, который приводит 
к изменению уже имеющей структуры изображения аналогично влиянию 
аберраций, т.е. к ухудшению качества изображения, зависящего от вели-
чины и характера изменения динамических погрешностей управляющих 
систем (в частном случае: систем слежения (ССл), автоматической фоку-
сировки (САФ), системы виброзащиты (СВ)).В этом случае для оценки до-
пуска на ТСИ можно воспользоваться частотным критерием качества изо-
бражения ОЭП – функции передачи модуляции (ФПМ) [1,6,7]. Оценка ка-
чества изображения определяется на основе анализа произведения ФПМ 
элементов оптико-электронного тракта, формирующих изображение и 
влияющих на качество изображения. В рамках принятых ММ ФПМ КОЭП 
должна удовлетворять условию по каждому каналу визуализации 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),доп

оэп aт oб фп пои cд оэпT N T N T N T N T (N)T N T N= >
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где Тоэп(N) – ФПМ КОЭП, N – пространственная частота,Тоэп
доп(N) – допус-

тимаяФПМ КОЭП, Тат(N) – ФПМ атмосферы, Toб(N) – ФПМ объектива, 
Тфп(N) – ФПМ фотоприемника, Тпои(N) – ФПМ преобразования оптической 
информации, вид которых можно найти [1], Тcд(N) – ФПМ сдвига изобра-
жения, зависящая от вида динамического смещения изображения: линей-
ного (Л) - x′(t) = Vt, гармонического (Г) - x′(t)=a0sinωt и случайного (СЛ) 
[1,5]. Тогда допустимая ФПМ сдвига изображения определится как 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) , ,

доп
доп оэп
сд cд Л Г СЛ САФ

ат об фп пои

T N
T N T N T N T N T N T N

T N T N T N T N
≥ =     (3) 

где  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,
2

Л Г 0 0 СЛ срT N SincπVtN T N J 2 a N T N exp 2πa Nπ  = = = −  
,– 

   (4) 
ФПМ соответственно: линейного,гармонического, случайного смещений 
изображения, регулируемыхна низких частотах колебаний ССл и на высо-
ких частотах колебаний СВ, которые зависят от вида динамических харак-
теристик погрешностей регулируемых систем;ТСАФ(N) – ФПМ САФ; V – 
скорость движения изображения;J0(.) - функция Бесселя нулевого поряд-
ка, 2 /э Tτ π ω≤ = ; аср – среднее значение амплитуды случайного сдвига 
изображения. Допуск на точностьавтоматической фокусировкид-
ля:фотообъективов в видимой области спектра,инфракрасных сис-
тем,оценки на низких пространственных частотах САФ, работающей на 
конечных расстояниях L,можно найти из ФПМсоответственно[1,3]: 

( ) ( )
1, ( ) 2 ( ) , ( ) ( )A

САФ САФ x САФ x x
A

sin π∆N 2σ λN
T N Т f J Т f Sinc Df L

2π∆Nσ

′ −  = = ∆ ∆ =
′

,(5) 

где fx - пространственная частота (рад
-1), J1(∆) – функция Бесселя первого 

рода, Aσ ′ - апертурный угол,∆ - расфокусировки (мм). 
Пространственная расчетная частота Np должна соответствовать сред-

ним пространственным частотам (частоте Найквиста (Nн (мм
-1) либо fH(рад-

1)), которая выбирается c учетом условий[1]: 
1

2 2

1,22
0,5 , , , ( ), , , ,

1.22 2 2

2 2,44 2,44
, , , , , ,

э э аб д
H выб гр гр H гр выб x

кр кр

крд д аб э аб
x xy x y p аб э

кр д экрx крy

X n к NlD D
N N N N f f рад f D N

f f h h f

hN l N l к d кD
f f f f

h N l D f f dh h

λ
λ λ ω

λ λω ω ω

−= ≤ = = = = ≥ =
′ ′ ′

= = = + ∆ = ∆ = ∆ = =
′ ′

(6) 

где Nгр – граничная пространственная частота, fвыб– частота выборки, Хэ,nэ–
период расположения и число элементов фотоприемника, 2ω - поле зрения 
ОЭП, каб – коэффициент, учитывающий аберрации объектива, hкр – крити-
ческий размер объекта наблюдения (ОН), l – расстояние до ОН, Nх , fх – 
пространственные частоты, соответствующие критериям Джонсона, Nд – 
числа элементов разрешения (критерии Джонсона, – обнаружения, класси-
фикации, распознавания и идентификации), fху- пространственная частота 
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Джонсона в двух ортогональных направлениях х и у, ∆ωр – требуемое гео-
метрическое угловое разрешение, необходимое для наблюдения, ∆ωаб – 
минимальное угловое значение кружка рассеяния объектива с учетом 
аберраций, ∆ωэ , dэ – угловой и линейный размеры элемента чувствитель-
ного слоя приемника излучения.Если при pN N≤  качество изображения 

ОЭС будет удовлетворять условию ( ) 0,8Т N ≥ , то оно считается еще хоро-
шим. Таким образом, используя (4) – (6), можно определить допустимые 
динамические погрешности, обеспечивающие выполнение условия (3). 

2.Верификация параметров.Одним из наиболее эффективных мето-
дов построения ММ является экспериментальный метод – верифика-
ция(идентификация)[3]. Суть идентификации состоит в том, что по реак-
ции x(t) исследуемой САУ (или е части) на известные виды воздействий 
у(t) (ступенчатое, импульсное, пилообразное или гармоническое) опреде-
ляют динамические характеристики САУ (или ее части), а по ним и ее ма-
тематическую модель. Рассмотрим процедуру идентификации по  пере-
ходным и частотным характеристикам САУ с заданным критерием адек-
ватности, включающую в себя построение динамических и математиче-
ских моделей САУ.Пусть: 

1. Модель САУ управляема и наблюдаема [3,6] и описывается систе-
мой  

( ) ,)()( 1
уpWpWE −+=α                                         (7) 

где W(p)=H(p)R(p) – передаточная матрица (ПМ) разомкнутой систе-

мы,
rxnij pHpH )()( = - ПМобъекта управления,

nxrij pRpR )()( = - ПМ регуля-

тора,E – единичная матрица,α - вектор регулируемых координат, у - вектор 
управления,n – количество обобщенных,r–число регулируемых координат. 
Обозначим переходные процессы исходной модели (МI) и моделей (Мк, 
к=2,3…), определяемых далее в процессе идентификации, при известных 

( ) ( )tуt kk ,0α  через ( ) ( )
1

,
rx

k
ii tt ναα = , а частотные характеристики (ЧХ) разомкну-

тых САУ через ( ) ( ) .,
rxr

k
ij jWjW ωνω = Здесь и далее:к – номер модели, νк – век-

тор варьируемых параметров kD
ν  - область их существования 

( ),,...2,1=∈ kD k
к

ν
ν                                                 (8) 

2.Получены ЧХ элементов матрицы ( ) ( )
rxr

ijij jWjW ωω ~=  реальной САУ 

в рабочем диапазоне частот [ ]21,ωω=Ω  разомкнутых каналов управления. 
3.Получены переходные процессы элементов матрицы ( ) ( )

1
~~

rxii tt αα = в 

процессе нормальной эксплуатации при заданных α(t0), у(t) за время 
T=[t 0,t1]. 
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Оценка степени адекватности обычно выражается функционалом не-
вязки между выходами модели и реальной системы [3]. Идентичность ка-
ждой полученной модели реальной системе, а также уточнение моделей 
может оцениваться следующими критериями адекватности: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

max , ,1. min

2. minmax arg arg , , (9)

1
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i i i
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− ≤ ∆ 
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где Lm(•)=20lg(•);∆L(ω),∆ϕ(ω),εi – невязки, характеризующие погрешность 
идентификации. Невязки ( ) ( ) εωϕω ,,∆∆L  выбираются исходя из допустимых 
запасов устойчивости и требуемого качества переходного процесса, опре-
деляемых в соответствии с ТЗ на САУ.В основе построения динамических 
моделей и математического описания их поведения лежит интерактивный 
подход, базирующийся на сочетании теории (использования физических 
законов) с экспериментом. На каждом этапе исследования выбирается со-
ответствующий уровень идеализации модели. Причем модель и ее матема-
тическое описание может на основе дополнительно получаемой информа-
ции уточняться и изменяться. При оценке критериев адекватности необхо-
димо решать задачу оптимизации параметров в ограниченной области (8) 
по критериям (9).  Исходя из требований, предъявляемых к САУ, и апри-
орной информации выбирается динамическая модель первого приближе-
ния (МI), где допускается m1<n, m1 - число обобщенных координат М1. 
Для нее составляются дифференциальные уравнения движения. Анализи-
руются плоские задачи путем детального изучения динамики сепаратных 
каналов по отдельным ступеням: исследуются частотный спектр и чувст-
вительность собственных частот к изменению параметров, выясняется 
влияние возмущений, строятся ЧХ и переходные процессы, выявляются 
существенные нелинейности и т.д. Часто по требованиям к динамической 
системе строится желаемая математическая модель, затем путем сравнения 
этой модели с исследуемой подыскиваются физически реализуемые эле-
менты модели. В случае, если исследуемая САУ не разделяется на плоские 
задачи, то по результатам детального исследования плоских задач состав-
ляется пространственная динамическая модель системы. Выводятся урав-
нения движения в пространстве в режиме переориентации – нелинейные, в 
режиме стабилизации – линейные) с учетом существенных нелинейностей, 
Коэффициенты уравнений выражаются через механические и электриче-
ские параметры системы.Анализируя модель МI, находим ее  ЧХ - 
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( ) ( )( )rjitjW iij ,...,1,,,, 11 =ναων  для исходных значений .1
1

ν
ν D∈  Варьируя 

параметрами МI известными частотными методами [6] отыскиваются па-
раметры модели 1

1

ν
ν D∈  такими, чтобы выполнялись частотные условия 

(9).  .Если же за счет выбора параметров условия (9) и выполнить не удает-
ся, то путем дополнительных исследований анализируется имеющаяся и 
новая информация (W(jω), Ω )  о поведении ОУ и на ее основе строится 
новая ММ - модель второго приближения (М2) (меняется структура ОУ), 
где число обобщенных координат m2>m1, m2<n и проводится снова ее ис-
следование.  В случае же недостаточности информации для построения М2 
планируем эксперимент для выявления более «тонких» динамических 
свойств реальной системы. Далее, аналогично предыдущему с учетом ог-
раничений на параметры (8) доопределяем модель М2, согласно (9). Если 
же опять из -  за выбора параметров условие (9) не удается выполнить, то 
процесс построения ММ продолжается далее (М3,М4 и т.д.) до выполнения 
частотных критериев (9).После этого проверяем 3-е условие (9).Если иден-
тифицированная по ЧХ модель САУ не удовлетворяет условиям (9), то при 
построении следующих моделей аналогично предыдущему отыскиваем та-
кие структуры и параметры моделей, которые удовлетворяют всем услови-
ям (9).Таким образом, интерактивный процесс построения динамической 
модели и математического описания ее поведения включает выбор дина-
мической модели, составление уравнений движения, формулировку крите-
риев оценки степени адекватности ее реальной системе и отыскание адек-
ватной модели согласно этим критериям. 

3.Оценки декомпозируемости каналов управления, основанные на 
анализе устойчивости и качества регулирования каналов управления 
с учетом перекрестных связей в частотной области. Преобразуем урав-
нения ОУи регуляторак форме передаточных функций  иоценим перекре-
стные связилинеаризованной двух связной САУ (рис.3) 

 

 

 

 

 

 
Рис.3.Структурная схема САУ 
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Оценка перекрестных связей.Оценим прямые и перекрестные связи 
САУ по их частотным характеристикам (ЧХ). Разомкнем один из каналов 
управления (рис.3) и запишем передаточную функцию (ПФ) разомкнутой 
системы с учетом 2-ого замкнутого канала управления при g2 = 0 (рис.3). 
В работе [3]показано, чтоПФ разомкнутой системы приводится к виду, ко-
торый можно упростить при слабых перекрестных связях ( )( ωδ j <<1) 

1 11 11 2 11 11 1 11 11( ) ( ) ( )[1 ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),(11)разW p R p W p p W p R p W p p R p W pδ= + = ∆ ≅
 

где W2 =R22W22 /(1+ R22W22),δ(p) =W12(p)W21(p)/(W11(p)  

W22(p))=δ12(р)δ21(р),
)(

121
1)()])()(1[)( ωϕωωωδω jejjWjj ∆=+=∆

 
с оценками упрощения в частотной области по амплитудной  и фазовой 
характеристикам: 

∆1(ω) < 1+М2δ(ω)< 1+М2δ,, ϕ1(ω)=arcsin(М2δ(ω))<arcsin(М2δ )     (12) 

где )(max ωδδ
ω

j
Ω∈

= , )2,1(),(max ==
Ω∈

iWM ii ω
ω

 - показатели колебательности 

каналов управления. 
Если в соответствии с оценками (12) построить годограф 

Wраз1(jω)=R11(jω)W11(jω) и трубку вокруг него с радиусами 
211111 )()()()( МWR ωδωωωε = , то на основе критерия Найквиста можно судить 

об устойчивости системы (10) с учетом перекрестных связей и овлиянии 
перекрестных связей на ее устойчивость.Аналогичные выражения  и за-
ключения получим и для 2-го канала управления 

2 22 22 1 22 22 2 22 22( ) ( ) ( )[1 ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),(13)разW p R p W p p W p R p W p p R p W pδ= + = ∆ ≅  
где W1=R11W11/(1+ R11W11),δ(p) =W12(p)W21(p)/(W11(p)  
W22(p))=δ12(р)δ21(р), )(

212
2)()])()(1[)( ωϕωωωδω jejjWjj ∆=+=∆ ; 

∆2(ω) =1+М1δ(ω)< 1+М1δ,, ϕ2(ω)<arcsin(М1δ(ω))<arcsin(М1δ ) (14)  
Оценка показателей колебательности. Показатель колебательности 

является наиболее информативным частотным критерием оценки качества 
регулирования и устойчивости САУ. Пусть М1, М2  - показатели колеба-
тельности изолированных САУ (без учета перекрестных связей). С уче-
томсделанныхвыше обозначенийв работе [3]получены оценки показателей 
колебательности каналов управления с учетом перекрестных связей  
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С учетом оценок(11) – (15) сформулируем условия декомпозируемо-
сти для двухканальных систем. 

Определение.Если  i-е изолированные каналы разомкнутых систем 
управления устойчивы и выполняются при ∀ω∈[0,∝) условия:  

1) ;1)(
)(

)(
;1)(

)(

)(
21

22

21
12

11

12 <=<= ωδ
ω
ωωδ

ω
ω

W

W

W

W
ji М)()()( 2112 ωδωδωδ = <δдоп(i=1,2;j= 2,1),  

2) годографы Wразi(jω)=Rii(jω)Wii(jω) с трубкой радиуса εi(ω) не охва-
тывают точку (-1,j0), 

3) оценки показателей колебательности доп

i MM ≤ ,  
то декомпозиция системы (10)приемлема в смысле устойчивости и качест-
ва регулирования САУ; где δдоп(Мдоп,∆доп,ϕдоп) – точность декомпозиции, 
зависящая от допустимых качества регулированияМдоп, запасов устойчиво-
сти ∆доп,ϕдоп

САУ 
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Введение. Вданнойработепредложена стратегия идентификации тре-
ния в шарнире маятника, основанная на наблюдениях управляемых «про-
граммных» колебаний. Построение программного закона колебаний осу-
ществляется с помощью применения метода Понтрягина поиска периоди-
ческих движений систем, близких к гамильтоновым системам [1]. 

Один из наиболее распространенных методов идентификации пара-
метров трения в шарнире робота-манипулятора представлен в статье [2]. 
Он основан на поиске параметров модели трения в шарнире, который осу-
ществляется следующим образом: момент трения получают из уравнений 
движения системы, в предположении, что известна исчерпывающая ин-
формация об экспериментальной траектории движения звена (угол, угло-
вая скорость и угловое ускорение как функции времени), известны инер-
ционно-массовые характеристики системы, а управляющий момент, по-
данный на двигатель, известен как функция времени. 

Предложенный в данной работе метод идентификации трения облада-
ет рядом преимуществ перед методом[2].Отметим эти преимущества. Во-
первых, в подходе, предложенном в данной работе, используются усред-
ненные значения измеряемых величин. Во-вторых, предполагается исполь-
зование данных только о величинах, которые легко измерять (не требуется 
знать зависимость угла, угловой скорости, углового ускорения от времени, 
нужны только средние значения). В-третьих, в качестве тестовых режимов 
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движения используются установившиеся, орбитально устойчивые режимы, 
что улучшает повторяемость экспериментов. Также важно, что на тестовых 
движениях мотор все время находится в активном режиме, что существен-
но, так как диссипативные силы в шарнире могут быть различны в зависи-
мости от того, включен ли мотор. Таким образом, предлагаемый подход 
позволяет идентифицировать параметры в режиме активного мотора. Кро-
ме того, предлагаемый подход позволяет идентифицировать и параметры, 
характеризующие трение, и параметр, отвечающий за инерционно-
массовые свойства системы. 

Постановка задачи.Рассмотрим плоский физический маятник с цен-
тром масс в точке P, который может вращаться вокруг точки подвесаO, в 
которой закреплен цилиндрическим шарниром. Система имеет одну сте-
пень свободы. В качестве обобщенной координаты выберем угол ϕ  между 
вертикалью и прямой OP (Рис.1). 

 
Рис.1 Схема маятника 

Предполагается, что в шарнире приложен управляющий мо-
мент ( , )U ϕ ϕ′ .  На маятник также действует момент ( , )F ϕ ϕ′ трения в шар-
нире. 

Уравнение движения данной системы имеет вид: 

 
2( ) sin ( , ) ( , ),J mr gmr U Fϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′′ ′ ′+ + = +  (1) 

где m -масса маятника, r - расстояние от точки подвеса до центра масс 
маятника, J - момент инерции маятника относительно главной централь-
ной оси инерции. 

Введем безразмерное время /g rtτ = . Производные переменной ϕ  

по τ  обозначим  ϕ& , ϕ&& . 
Будем считать, что управляющий момент и момент трения в системе 

можно представить в следующем виде:  

1 0 0( , ) ( , ) / sign / ,U U c k g r c q g rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ = = −& & &  

1 0 0( , ) ( , ) / sign / ,F F c b g r c c g rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ = = − −& & &  

где b, c, k, q- некоторые неотрицательные константы, безразмерные вели-
чины,  0 1c =  и имеет размерность 2 /кг м c⋅ .   
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Введем безразмерный параметр µ , который далее будем предполагать 
малым:  

0

2

/c r g

J mr
µ =

+
 

и безразмерный параметр a: 
2

2
, 0 1.

mr
a a

J mr
= < <

+
 

Запишем уравнение (1) в безразмерной форме: 
,

sin (( )sign ( ) ).

y

y a k b y c q y

ϕ
ϕ µ

=
= − + − − +





&

&                   
(2) 

Применение теоремы Понтрягина. Будем считать, что в малой ок-
рестности 0y =  проведена процедура сглаживания функции signy . Далее, 
когда будем говорить о системе (2), будем подразумевать данную систему 
со сглаженной функцией signyв правой части. 

 Для системы (2) воспользуемся методом Понтрягина поиска перио-
дических решенийсистем, близких к гамильтоновым [1].  При 0µ =  систе-
ма (2) примет вид: 

,

sin .

y

y a

ϕ
ϕ=

=
−




&

&                                                    
(3) 

Гамильтониан системы (3) равен: 2( , ) / 2 cos .H y y aϕ ϕ= − Траектория-
системы (3), соответствующая уровню энергии hимеет вид: 

2 2 cos .y h a ϕ= ± +
                                                   

(4) 

Порождающая функция Пуанкаре-Понтрягина имеет вид: 
0

0

0

( )

( )

0 0

( ) ( ( ) 2 2 cos )

2( ) 2( ) 2 2 cos ,

h

h
I h k b c q h a d

k b c q h a d

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
−

= − − + + =

= − − + +

∫

∫
 

где 0 0( )h Aϕ = -амплитудаколебаний математического маятника, соответст-

вующих решениюсистемы (3) при значении hинтеграла энергии. 

0 arccos .
a

A
h = − 

                                                     
(5) 

Согласно теореме Понтрягина [1], существование орбитально устой-
чивого предельного цикла для системы (2) в окрестноститраектории (4) 
придостаточномалыхзначенияхµ обеспечиваетсяусловиями: 

*( ) 0,I h =
                                                   

(6) 
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*

0.
h h

dI

dh =

<
                                                   

(7) 

Отметим, что значения * ( , )h a a∈ −  отвечают колебаниям, а интер-
вал * ( , )h a∈ +∞ - вращательным движениям. Далее будем рассматривать 
значения * ( ;0)h a∈ − , которые отвечают колебаниям с амплитудой 

0 (0; / 2)A π∈ . 
Покажем, что при произвольном заданном ( ,0)h a∈ − путем выбора ко-

эффициента kв законе управления, фиксируя при этом коэффициент 
управления q, можно реализовать в системе (2) орбитально устойчивую 
периодическую траекторию ( )ϕ ϕ& , близкую к траектории вида (4) системы 
(3) (при достаточно малых значениях µ ).  

Обозначим через k=K(h) функцию, определяющую значение коэффи-
циента управления, при котором для данного hвыполнено условие (6). Она 
может быть представлена в следующем виде: 

( ) ( ) ,K h ef z b= +
                                                   

(8) 

где ( )e c q a= + ,

arccos( )

0
2 2cos

( ) , .
arccos( )

z
z d h

f z z
z a

ϕ ϕ−
+

= =
−

∫  

Проверим условие (7). Учитывая (6) и (8) не сложно показать, что: 

* *

0 0
h h h h

dI df

dh dz= =

< ⇔ >  

Численно построим график функции ( )f z , которая не зависит от па-
раметров системы (Рис.2). 

 

Рис. 2. График ( ).f z  

Функция ( )f z возрастает при ( 1,0)z∈ − , т.е. при * ( ;0)h a∈ − , что озна-
чает,  что условие (7)  выполнено при всех * ( ;0)h a∈ − . 
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Утверждение 1. Для произвольного ( ,0)h a∈ −  при ( )k K h= в системе 
(2)  при достаточно малых значениях µ  существует предельный цикл, 
близкий к траектории вида (4), соответствующей данному h. Причем дан-
ный цикл является орбитально устойчивым и амплитуда A этого цикла при 

0µ →  стремится к 0A . 
Зафиксировав коэффициент управления q, варьируя при этом коэффи-

циент k, мы сможем получить серию различных установившихся колеба-
ний системы (2). Данную процедуру можно проделать при различных фик-
сированных q.  Характерные свойства таких колебаний будут зависеть от 
инерционно-массового параметра системы a, коэффициентов трения b, cи 
могут быть использованы для идентификации значений параметров a, bи c 
в модели маятника, что будет описано в следующем пункте настоящей ра-
боты. 

Стратегия идентификации трения. Для системы, рассматриваемой в 
данной работе, на практике мы можем зафиксировать коэффициент управ-
ления q, при этом варьировать коэффициент управления k, отслеживать, 
при каких k качания маятника выйдут на предельный цикл, затем записы-
вать амплитуду установившихся колебаний маятника A. Таким образом, 
можем на плоскости { , }k A  отмечать точки * *( , )i ik A , соответствующие ус-
тановившимся режимам, наблюдаемым экспериментально. 

Для каждого фиксированного набора a, b, c, q на плоскости { , }k A мы 
можем построить параметрически заданную кривую 

0{ ( ), ( ), ( ,0)}.k K h A A h h a= = ∈ −% Обозначимэтукривую ( )A k% . В соответствии 
с Утв. 1 данная кривая описывает для системы (2) зависимость амплитуды 
притягивающего цикла от параметра k при 0µ → . Рассмотрим функ-
цию ( )A k% . Из выражений (5), (8) мы видим, что параметр b влияет на сдвиг 

графика ( )A k% вдоль оси абсцисс, а параметр e отвечает за сжатие и растя-
жение графика. Значит, мы можем оценить, при каких b и e теоретическая 
кривая ( )A k%  наилучшим образом приближает экспериментальную зависи-
мость * *( )i iA k .  

Для того, чтобы наиболее точно идентифицировать каждый из пара-
метров a, b, c, возьмем набор фиксированных коэффициентов управления 

jq , 1 j n≤ ≤  и для каждого из них проведем серию экспериментов, описан-

ных выше в данном пункте.  В каждой серии экспериментов мы получим 
набор точек и определим значения jb , je , при которых теоретическая кри-

вая наиболее точно аппроксимирует экспериментальные точки из этой се-
рии. Соответствующие параметры jb , je являются экспериментальной 

оценкой для параметровb и eв модели маятника. Запишем данный резуль-
тат, как переопределенную систему линейных алгебраических уравнений:  

y= Wx, 
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где ( , , )Tx b c a a=  - трехмерный вектор,    y - известный 2n-мерный век-
тор, j jz b= , n j jz e+ = , 1 j n≤ ≤ ,  W - матрица размерности 2 3n× , с элемен-

тами 2 1,jW = 1 1,j nW + = 3 ,j n jW q+ = 1 ,j n≤ ≤  остальные элементы матрицы W 

равны 0.  
Для поиска значения x воспользуемся методом наименьших квадратов 

[3], согласно которому получим: 
1( ) .T T yx W W W−=  

Таким образом мы провели идентификацию параметров a, b, 
cисходной системы, которыеоднозначно определяются по компонентам 
найденного вектора x.  

Численное моделирование.Для наглядной иллюстрации изложенных 
в данной статье идей проведем численное моделирование движения систе-
мы (2) с 0.5a = , при двух различных наборах коэффициентов трения: 

1 0.3b = , 1 0.1c =  и 2 0.2b = , 2 0.5c = . В качестве начальных условий при-
мем (0) 0y = , (0) / 3ϕ π= . Заметим, что фиксированный коэффициент 
управления q, при ненулевом параметре c,не изменяет качественный вид 
траекторий системы (2), поэтому при численном интегрировании параметр 
q примем равным нулю. 

Зафиксируем некоторый набор значений{ }ik , для каждого ik  из этого 
набора проведем следующее численное исследование. Для нескольких 
значений µ путем численного интегрирования системы (2) найдем наборы 
значений ( , )i ik A , имитирующие данные, полученные в эксперименте. 
Здесь iA -это определенная в ходе численного интегрирования системы ам-
плитуда (по переменной ϕ ) периодического решения, если такое решение 
существует при данном наборе ik  и µ  (в противном случае iA  не опреде-
лено).  

Приведем на одной координатной плоскости графики функции ( )A k% , 
соответствующие случаю 0µ → и  точки ( , )i ik A , полученные для конеч-
ных значений µ путем численного интегрирования (Рис.3). Кривая 1 соот-
ветствует значениям коэффициентов трения  1b  и 1c , а кривая 2 построена 
при 2b  и 2c . Точки ( , )i ik A  обозначены на рисунке следующим образом: при 

0.01µ =  - крестик, при 1µ =  - кружок. 
В частности, при 1µ ≤  для рассмотренных значений k максимум отно-

сительного отклонения точек  ( , )i ik A  от ( )A k%  при 1 0.3b = , 1 0.1c =  не пре-
вышает 1%, а при  2 0.2b = , 2 0.5c =  не превышает 4%.Можно считать, что 

при 1µ ≤  функция ( )A k%  позволяет получить достаточно точную оценку 
амплитуды установившихся колебаний маятника. 
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 Например, при размерных параметрах системы 0.4r м= , 1m кг= , 
29.8 /g м с=  , 20.05J кг м= ⋅  будем иметь 0.96µ = . 

 

Рис. 3. ( )A k%
и точки ( , )i ik A  при различных значениях µ  для двух наборов коэффици-

ентов трения. 

Заключение. В данной работе рассмотрена задача об идентификации 
параметров модели управляемого маятника по амплитудам установивших-
ся движений. Показано, что с помощью метода Понтрягина поиска перио-
дических решений систем, близких к гамильтоновым, можно построить та-
кой программный закон колебаний управляемого маятника, что тестовые 
режимы движения будут установившимися и орбитально устойчивы-
ми.Предложен подход к идентификации параметров трения и параметра, 
отвечающего за инерционно-массовые свойства системы, в режиме актив-
ного мотора, без использования информации о траектории движения в ка-
ждый момент времени. Проведено численное моделирование движения 
системы, рассматриваемой в данной работе. 
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Введение 
При создании систем автоматического регулирования разработчики 

стараются обеспечить требуемые технические характеристики ценой до-
пустимых, всегда ограниченных, ресурсов. И прежде всего конструкторы 
ищут способы выполнить основное технологическое требование – допус-
тимый уровень ошибки регулирования выходной величины при действии 
возмущений. Этот вопрос и будет предметом обсуждения в данном докладе. 

Аналитический аппарат для решения таких задач даёт теория автома-
тического регулирования, которая насчитывает примерно 175 лет своего 
развития.Несмотря на то, что системы автоматики различного типа созда-
валисьещё в древности (поплавковый регулятор уровня воды), аппарат для 
вывода расчётных отношений появился только в 19-м веке. Подробно ис-
тория становления новой области техники и науки представлена в обстоя-
тельных работах Френка Льюиса[1] и Стива Беннета[2]. 

В 1840 году, британский королевский астроном в Гринвиче, Джеймс 
Эйри, разработал устройство обратной связи для наведения телескопа. Его 
основным элементом была система регулирования скорости, которая по-
зволяла телескопу автоматически компенсировать вращение Земли. 

Эйри обнаружил, что в результате неправильной конструкции контура 
управления с обратной связью, в системе возникали колебания. Он был 
первым, кто начал исследовать неустойчивость систем замкнутого типа, и 
использовать дифференциальные уравнения в их анализе. Теория диффе-
ренциальных уравнений к тому времени была хорошо развита.  

Чуть позже формальный анализ свойств замкнутых систем был прове-
дёнфизиком Джеймсом Максвеллом в 1868 году, результаты которого 
опубликованы в работе [3]. Понятно, что первой технической проблемой 
была необходимость обеспечения устойчивости и этому был посвящён 
длительный период развития теории автоматического регулирования. 

В России подобные задачи исследовал И.А.Вышнеградский и получил 
очень полезные результаты для расчёта линейных систем [4,5]. В классику 
теории автоматического регулирования входит его главный результат – 
«Диаграмма Вышнеградского», которая позволяет не только оценить ус-
тойчивость, но и выбрать параметры системы, исходя из требований к виду 
переходных процессов. Пожалуй, это был первый по времени способ син-
теза параметров регулятора.  
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Время требовало создания систем стабилизации положения корабля с 
помощью автоматических приборов – авторулевых, системстабилизации 
полёта самолётов, различных серво систем, электротехнических систем, 
систем электроники и радиосвязи. К 1930 году развитие практической ав-
томатики потребовало разработку методов расчёта и анализа свойств сис-
тем с сильной (усилители с достаточно большими значениями коэффици-
ентов усиления) отрицательной обратной связью, что и было сделано Га-
рольдом Блэком применительно к электронному усилителю [6]. Позднее, 
это изобретение привело к созданию операционного усилителя, устройства 
с предельными техническими характеристиками.В те годы были созданы 
частотные методы расчёта процессов и оценки устойчивости. Возникнув в 
радиотехнике и в технике связи, эти методы стали применяться при расчё-
те электромеханических систем автоматики. 

Частотные методыдлительное время доминировали в расчётах,наряду 
с методом корневых годографов. Они соответствуют линейным моделям 
динамических систем и не позволяли надёжно проектировать системы с 
нелинейными характеристиками. 

Примерно 60 лет назад проблемами динамики нелинейных систем ав-
томатики начали заниматься математики, а именно, специалисты по каче-
ственной теории обыкновенных дифференциальных уравнений (Андро-
нов). Был создан метод фазовых пространств и, соответственно, фазовых 
траекторий. 

Этого было недостаточно, и математики обратили внимание на давно 
(1892 год) созданный, очень ясный метод исследования свойств решений 
дифференциальных уравнений – второй метод Ляпунова. Работы Ляпунова 
были переизданы, и с этого времени началось бурное развитие «Ляпунов-
ской» теории устойчивости [7]. 

Таким образом, возникло отдельное направление в качественной тео-
рии дифференциальных уравнений – математические задачи анализа про-
цессов управления динамическими объектами. Результаты этих исследова-
ний обогатили уже существующую теорию автоматического регулирова-
ния и с этого времени и инженеры, и математики развивают, иногда взаи-
модействуя, методы управления в автоматике. Условной временной грани-
цей для этого симбиоза является, видимо, первый конгресс ИФАК [8]. 

1.Формулировки задачи управления 
Задача управления в инженерной постановке для линейных объектов 

выглядит следующим образом.Задан объект управления своей линейной 
моделью в виде 
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где векторы ( , , )x u y  есть соответственно: состояние, управление, выход. 
Векторы 1 2( ), ( )D t D t  отражают действие независимых возмущений, ме-
шающих работе объекта. Целью функционирования системы управления 
является приведение выходных переменных к заданным значениям, 

 lim ( )y t v= ,       (2) 

где vесть вектор предписанных значений для выходных переменных. Тех-
ническим смыслом этой задачи является парирование влияния возмущений 
(векторы 1( )D t  и 2( )D t ), значения которых в любой текущий момент време-
ни заранее неизвестны, но диапазон их значений можно всегда оценить. 

К процессу (2) всегда предъявляются технологические требования по 
быстродействию и демпфированию (что включает в себя требование ус-
тойчивости).Инженеру необходимо сконструировать регулятор, который 
вырабатывал бы необходимые значения вектора управления. В качестве 
входных переменных регулятора используется, как правило, рассогласование 

( )v y t∆ = − . 
Для отражения этого условия возник технический термин - «регули-

рование по отклонению».Поставленная задача «хорошо» формализована и, 
тем не менее, для её решения недостаточно математического анализа, по-
скольку на этапе создания регулятора нужно учесть ряд дополнительных 
технических не формализуемых условий. В итоге, алгоритм работы регу-
лятора в очень редких случаях удаётся вывести «на кончике пера». Как 
правило, эффективный регулятор есть результат инженерного творчества, 
предметом изобретения. Таким образом, были созданы, например, самые 
популярные в промышленности регуляторы, PI – контроллеры. Оба спосо-
ба регулирования, пропорциональный и интегральный, полностью решают 
задачу для режима статики. 

Создание регулятора, его синтез, является центральной задачей тео-
рии автоматического регулирования, содержание которой в технических 
вузах почти полностью посвящено методам проектирования систем авто-
матической стабилизации. 

При этом основным способом достижения поставленной цели являет-
ся принцип отрицательной обратной связи по выходной переменной. Ис-
пользование такого подхода позволяет получить новое техническое каче-
ство, независимость (или почти независимость) выходной переменной от 
действия возмущений и, при определённых условиях, от нелинейностей 
объекта управления. 

Таким же образом оформляется задача синтеза и в случае нелинейных 
объектов. Модель объекта (1) принимает вид: 
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где мы, для простоты обсуждения свойств, предположили аддитивное 
вхождение управления uв правую часть уравнения. 

Заметим, что здесь, и в уравнении (1), в правой части есть явная зави-
симость от времени. Этот факт принципиально отличает инженерную по-
становку автоматического управления, поскольку целью функционирова-
ния системы автоматического регулирования является, почти всегда, про-
тиводействие наличию случайных, заранее неизвестных, возмущений в 
функции времени. Относительно возмущений мы вправе предполагать из-
вестными только интервал их значений, что и даёт возможность получать 
расчётные соотношения. Если этих возмущений нет, то мы имеем задачу 
коррекции динамических свойств объекта, и можем в полной мере исполь-
зовать результаты исследований математических задач управления.  

Понятно, что хотелось бы получить способы синтеза для самых слож-
ных объектов при максимально неполной информации по модели объекта, 
то есть в наихудших ситуациях. Такие способы и будем далее называть 
предельными.  

В наиболее сложном случае исследуется задача управления нелиней-
ными нестационарными объектами, модель поведения которых имеет вид 
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      (4) 

где ;nx R∈ , ;m my R u R∈ ∈ ;m n≤ [0, );t ∈ ∞ ϕ  и  g  - однозначные непрерывно 
дифференцируемые функции. Матрицы их частных производных по пере-
менным имеют полные ранги. Явная зависимость правой части (4) от вре-
мени отражает действие возмущений. Цель функционирования состоит в 
организации свойства 

lim ( )y t ν=  при t → ∞ . 
Процесс ( )y t ν→  должен отвечать требованиям по быстродействию и 

по демпфированию. В соответствие с методом локализации [9] конструи-
руется эталонное (заданное, желаемое) дифференциальное уравнение для 
выхода y , которому и нужно подчинить движение объекта. Это уравнение 
выбирается или конструируется по требованиям к статике и динамике хо-
рошо разработанными в теории регулирования способами. 

Задачей синтеза является отыскание такого закона управления ( )u ⋅ , 
чтобы замкнутая система 

( , , ( )),

( , )

x t x u

y g t x

ϕ= ⋅
 =

&
 

отвечала требованиям к статике и динамике. 
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2. Условия разрешимости 
В отличие от линейных объектов, где удобно использовать ранговые 

критерии разрешимости задачи синтеза, в нелинейных системах мы выну-
ждены подробно исследовать уравнения объектов управления. При этом 
проверка наличия неуправляемой или ненаблюдаемой частей и их устой-
чивости не является особо важной проблемой. Этот вопрос имеет значение 
для верификации модели объекта, в то время как сам реальный объект при 
грамотно выполненном проектировании не может иметь неустойчивых не-
управляемых и ненаблюдаемых частей. Главное, в чём мы должны убе-
диться, это возможность навязать объекту эталонное движение. Из этих 
рассуждений следует, прежде всего, необходимость наличия основного ка-
чества: 

Движение объекта должно быть устойчивым вдоль заданногомного-
образия ( , ( ))g t x t v=  для любых значений v. Понятно, что этим свойством 
должен обладать каждый нормально спроектированный объект автомати-
ческого управления.  

Выясним теперь, какими свойствами должен обладать искомый закон 
управления. При этом предполагаем, что управление формируется не толь-

ко в функции состояния ( )x t , но и в функции вектора скорости ( )x t& . Если 

движение объекта описывается уравнением ( , , )x f t x u=& , то использование x&  
означает текущую оценку правой части уравнения и, следовательно, дей-
ствия всех возмущений и нелинейностей. Такое управление должно при-
дать дополнительные технические возможности, которые объясняются 
эффектом локализации действия возмущений, хорошо «видным» при 

структурной интерпретации управления в функции вектора скорости x&  [9]. 
Здесь мы напомним условия, при которых динамические свойства 

системы будут как угодно мало зависеть от собственных динамических ха-
рактеристик объекта и возмущений, т.е. будет обеспечена инвариантность 
системы в целом по отношению к этим факторам. Ранее[9], мы установили, 
что для инвариантности динамических характеристик системы достаточно 
выполнить следующие условия: 

1) Tu x∂ ∂ → ∞&  равномерно по всем элементам; 

2) det 0;
T T

f u

u x

∂ ∂ ⋅ ≠ ∂ ∂ &
 

3) обратная связь по x&  должна быть отрицательной. 
Заметим, что эти условия рассмотрены в предположении .m n= Такие 

же условия можно обеспечить только для m - мерной комбинации вектора 
скорости.Полагая, что размерность управления меньше n, (m n< ), рас-



 
 

152 

смотрим m - размерную комбинацию вектора скорости x& , которую обо-

значим ( )xΘ & . Организуем теперь управление в форме ( , , )u x νΘ , и будем 
изучать следующий объект: 

 

( , , ( , , )),

( ).

x f t x u x

x

ν = Θ

Θ = Θ

&

&

     (5) 

Нетрудно убедиться, чтобы исключить зависимость Θ  от правой части 
объекта (5), достаточно выполнить следующие условия: 

1) det 0
T T T

f u

x u

∂Θ ∂ ∂ ⋅ ⋅ ≠ ∂ ∂ ∂Θ &
;  

2) 
0

,  .
T T

u u
k k

∂ ∂= → ∞
∂Θ ∂Θ

 

При выполнении этих условий на практике не нужно требовать беско-
нечных значений коэффициента, а только таких, которые обеспечат нуж-
ную глубину подавления свойств объекта. 

К настоящему времени разработаны некоторые методы решения 
сформулированной проблемы. К ним мы относим управление по вектору 
скорости (иначе говоря, по старшей производной выходной переменной), 
скользящие режимы и управление с большими коэффициентами 
[9,10,11,12]. В основе их технических свойств, на наш взгляд, лежит прин-
цип организации специального контура (подсистемы), в котором локализу-
ется действие возмущений и нелинейностей объекта и подавляется доста-
точно большим коэффициентом усиления.  

В случае управления по старшей производной используется соотно-
шение, 

 
( )( ),lu k F y= −       (6) 

для каждого канала соответственно. При технической реализации закона 
(6) необходимы достаточно большие значения k , а оценка производных 
обеспечивается дифференцирующим фильтром и, следовательно, управле-
ние (6) принимает вид; 

( ) lu k F W p p yµ = −  , 

где p - оператор дифференцирования, ( ) lW p pµ - передаточная функция 
дифференцирующего фильтра. Как видим, уравнения системы содержат 
большие (коэффициент k ) и малые (параметр µ ) величины и поэтому для 
вывода расчетных соотношений мы используем методы малых параметров 
в правой части дифференциальных уравнений и в левой при производных 
[12]. В работе [9] сформулированы и доказаны основные утверждения о 
свойствах систем с управлениями типа (6). При этом расчетные схемы 
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представляют собой реализацию процедур разделения процессов на под-
системы, каждая из которых анализируется гораздо проще, чем исходная. 
Показывается, что в отношении подавления возмущений принятые алго-
ритмы управления дают предельные возможности.  

Одним из «неудобных» технических свойств вышеупомянутых пре-
дельных алгоритмов управления является критичность значений управле-
ния по отношению к помехам измерения выходной величины. Здесь мы 
обсудим предельное влияние этих помех и попытаемся убедить читателя, 
что это влияние не зависит от алгоритма функционирования регулятора, а 
является базовым свойством задачи стабилизации выходной величины и, 
следовательно, улучшая качество регулирования, мы обязательно получим 
в пределе значения вектора управления, независящие от типа регулято-
ра.Для иллюстрации сказанного рассмотрим линейный объект, модель ко-
торого имеет вид, представленный на рис.1. 

 
Рис.1. Схема влияния возмущений и помех 

Операторные уравнения этого объекта имеют вид: 
( ) ( ) ,

( ).

y M t W p u

y y h t

= + ⋅
= +)  

Если мы точно выполняем задачу стабилизации, то измеряемый выход 
объекта тождественно равен заданным значениям входа, ( )y t v=) . Для 
обеспечения этого тождества необходимо вырабатывать управление вида, 

1( ) ( ).u W p v h M−= ⋅ − −  
Мы видим, что генерация нужных значений управления предполагает 

обращение оператора объекта и, следовательно, помеха требует от управ-
ления своей «доли», равной 

 
1( ) .hu W p h−= − ⋅        (7) 

К сожалению, частотный состав помехи измерения может быть крайне 
широким и это приведёт к недопустимо большим значениям управляющих 
воздействий. При этом необходимый ресурс управления для парирования 
возмущений и для формирования переходных процессов будет в рамках 
заданных технических ограничений. Техническим решением проблемы 
может быть выбор нового высокоточного датчика или эффективная фильт-
рация помех. Соотношение (7) есть оценка предельного влияния помехи и 
его нужно использовать при расчёте регулятора. 

Выведем теперь подобное выражение для нелинейных объектов и для 
получения наглядных соотношений рассмотрим управление менее слож-
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ными объектами, чем объекты с моделями (4). Полагаем, что вектор 
управления входит в правую часть линейно, 

 ( , , ) ( , ) ( , ) ,t x u f t x b t x uϕ = + ⋅     (8) 

где матрица ( , )b t x  имеет полный ранг. Выходная величина измеряется с 
помехой, 

 ( ), .my y H t H R= + ∈)     (9) 

Аддитивное возмущение ( )M t полагаем, для простоты, равным нулю. 
Теперь система уравнений объекта управления принимает вид: 

 

( , ) ( , ) ,

( , ) ( ).

x f t x b t x u

y g t x H t

= + ⋅
 = +

&
)      (10) 

Предполагаем, что регулятор точно выполняет своё назначение и, 
следовательно, .y v const= =)  Дифференцируем это тождество и получим вы-
ражение, 

( ) 0,t xG G f b u H+ ⋅ + ⋅ + =&  

где tG  и xG  есть матрицы частных производных функции (.)g . В этом вы-
ражении мы опустили запись аргументов и тем самым перешли от вида 
функций к их значениям.  

Как видим, при измерении выхода с помехой, предельное значение 
управляющего воздействия ( )u t  вычисляется по соотношению, 

 
1( ) .hu GB H−= − ⋅ &       (11) 

Далее мы будем сравнивать величину (11) с тем вкладом помех в 
управляющее воздействие, которое формируется при работе «предельных» 
алгоритмов управления. 

3. Метод вектора скорости 
Зададимся эталонным дифференциальным уравнением для выходной 

величиныв виде 

 ( , ), ,y F y v v const= =&     (12) 

где вид правой части соответствует требованиям к динамике систе-
мы.Полагаем, что это уравнение реализуемо и выполняется условие, 

 det( ) 0.GB ≠       (13) 

В соответствие с методом локализации [9] управление формируем по 
закону 

 ( ( , ) ),u kK F y v y= − &      (14) 
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где в матрице коэффициентов усиления мы выделили общий множитель, 
обозначенный буквой k , значения которого определяют степень подчине-
ния объекта заданному (эталонному) уравнению. Ранее нами доказано сле-
дующее 

Утверждение: Если  det( ) 0KGB ≠  и k → ∞ , то 1
0lim ( ) ( ).tu GB F G Gf−= − −  

Если теперь мы учтём помеху измерения, то выражение для предела 
значений управления примет вид 

1
0lim ( ) ( ).tu GB F G Gf H−= − − − &  

Как видим, предельный вклад помехи имеет те же значения (выраже-
ние 11). 

Совершенно уместно, на наш взгляд, называть регуляторы, спроекти-
рованные по методу локализации, предельными. В самом деле, такого эф-
фективного управления мы не получим ни одним другим, из известных, 
методов. Вместе с этим, однако, мы получаем и предельное влияние помехи. 

4. Метод больших коэффициентов 
Обсудим теперь эту же проблему в системах с как угодно большими 

значениями коэффициентов усиления и попытаемся получить предельные 
выражения для значений управляющих воздействий.Пусть управление 
формируется по закону: 

( ) ( ( , )).u kK v y kK v g t x= ⋅ − = ⋅ −  
Введём эту переменную, как дополнительную координату состояния, 

и тогда уравнения системы примут вид: 
0

1
0

,

( ), .t

x f Bu

u K G Gf GBu kµ µ −

= +

= + + =




&

&
 

При этом начальное значение дополнительной координаты зависит от 
коэффициента k  и определяется соотношением, 

0 0 0 0( ) ( ( ) ( , ( )).u t kK v t g t x t= ⋅ −  
Если теперь учесть помеху при измерении выхода, 

( , ) ,y g t x H= +)  
то уравнение для дополнительной переменной примет вид, 

0( ).tu K G Gf GBu Hµ = + + + &&  
По завершении быстрых процессов [12] выражение для управления 

примет вид, 
1

0( ) ( ).tu GB G Gf H−= − + + &  
Следовательно, влияние помехи в пределе снова определяется выра-

жением (11). Здесь мы не могли требовать эталонной динамики на этапе 
движения к заданному многообразию, ( , ) 0,v g t x− =  и состояние объекта 
развивается в силу нелинейных и нестационарных свойств объекта управ-
ления. 
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Зададимся теперь эталонным уравнением для выхода (уравнение (12) 
и реализуем интегральный закон управления, 

( ( , ) )).u kK F y v y H= ⋅ − − && &  
Уравнения системы примут вид, 

0 ,
.

( ( , ) )t x x

x f Bu

u K F y v G G f G Bu Hµ
= + 

 = − − − − 

&

&&
 

Полагая подсистему быстрых движений экспоненциально устойчивой,  
{ },xu KG Buµ = −&  

на этапе медленных движений [12] имеем тождество по времени, 
{ }( ( , ) ) 0 .t x xF y v G G f G Bu H− − − − =&  

Как видим, уравнение подсистемы быстрых движений является ли-
нейным, но его параметры зависят от состояния объекта и, следовательно, 
условия устойчивости нужно выдержать во всей рабочей области. Вклад 
помехи в значения управляющего воздействия и здесь определяется выра-
жением (11). 

5. Метод скользящих режимов 
Рассмотрим, в таком же порядке, случай релейного управления. При 

этом полагаем, что для получения новых технических свойств организован 
скользящий режим [10] вдоль заданного многообразия, 

( ( , )) 0.v g t x− =  
Релейный закон управления при учёте помех измерения выхода имеет 

вид 
1 ( ( , ) ).u U sign v g t x H= ⋅ − −  

Здесь матрица 1U  есть диагональ с элементами одного знака и отража-
ет ресурс управляющих воздействий, достаточный для возникновения 
скользящего режима в любой точке заданного многообразия. Тем самым 
мы обеспечиваем «удержание» состояния объекта на заданной поверхно-
сти независимо от возмущений и нелинейностей объекта 
[10].Эквивалентное управление вычисляем по обычной процедуре и полу-
чим выражение; 

1
0( ) ( ).eq tu GB G Gf H v−= − ⋅ + + −& &  

Убеждаемся, что и в этом случае вклад помехи в эквивалентное 
управление определяется той же формулой, 1( ) .hu GB H−= − ⋅ &  

Итак, при использовании всех трёх регулярных, на наш взгляд, мето-
дов управления для нелинейных нестационарных объектов - метод боль-
ших коэффициентов [11], метод скользящих режимов [10], метод локали-
зации [9], мы получаем одинаковый предельный вклад помехи в значения 
управляющего воздействия. 

Заметим, что в качестве метода анализа процессов в таких системах 
оказался удобным метод разделения движений [12]. 
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Заключение 
Результаты проведённых исследований позволяют сделать следующие 

выводы. 
• Предельное (при стремлении коэффициентов к бесконечности) 

влияние помех измерения при любых методах управления остаётся конеч-
ным и определяется только уравнениями объектов и составом помех. Это 
есть базовое свойство обсуждаемой проблемы, и оно не зависит от метода 
синтеза. 

• Решающим фактором для обеспечения инвариантности поведения 
выходных переменных системы является использование в обратной связи 
полного вектора скорости или старших производных от выходных пере-
менных. При этом с помощью достаточно больших коэффициентов можно 
обеспечить нужную степень инвариантности. 

• Метод локализации позволяет свести задачу синтеза нелинейных не-
стационарных систем к двум подзадачам синтеза линейных систем: конст-
руированию линейного уравнения-эталона и коррекции линейной подсис-
темы быстрых движений. 

• В связи с расширенной, из-за дифференцирования, «полосой про-
пускания» помех, для рассматриваемых систем особое значение приобре-
тают вопросы конструирования высокоточных датчиков и эффективных 
фильтров. 
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DESIGN DISCRETE-CONTINUOUS CONTROL FOR NONSTATIONAR Y 
TRACKING SYSTEMS IN UNCERTAIN DISTURBANCES 

V.I. Garkushenko, S.H. AlBarry (KNPTU-KAI,  
420111, Kazan, K.Marxstr.,10) 

Keywords: nonstationary tracking systems, compare matrix system, dy-
namic regulator on the output, disturbances compensation. 

Введение. Решению задачи синтеза следящих систем посвящено зна-
чительное число работ при различных постановках задач используемых 
методов [1,2]. Вместе с тем актуальной остается задача повышения точно-
сти для нелинейных, нестационарных следящих систем при наличии регу-
лярных и нерегулярных внешних воздействий.  

В докладе рассматривается нестационарная многомерная следящая 
САУ при наличии неопределенных внешних воздействий с измеряемыми-
рассогласованиями в каналах управления в дискретные моменты времени. 

Внешние воздействия состоят из регулярных и нерегулярных воздей-
ствий. Регулярными внешними воздействиями являются заранее неизвест-
ные командные сигналы и внешние возмущения, которые с заданной точ-
ностью могут быть представлены в виде решения линейных дифференци-
альных уравнений при неопределенных начальных условиях. Нерегуляр-
ными внешними воздействиям являются ошибки аппроксимации при вы-
делении регулярных внешних воздействий, шумы квантования ЦАП, АЦП, 
которые также как и начальные условия системы принадлежат некоторым 
ограниченным множествам, представленных с помощью матричных нера-
венств или эллипсоидов. 

Отметим, что в некоторых случаях к нестационарной системе может 
быть сведена система с нелинейностями от измеряемых координат вектора 
состояния.  

Постановка задачи. Пусть возмущенное движение управляемой сис-
темы в отклонениях от невозмущенного движения описывается дифферен-
циальным уравнением: 
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0 0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   (0) ;

( ) ( ) ( );

( ) ( ),

x t A t x t B t u t D t f t x x

t g t y t

y t C x t

ε
= + + =
= −
=

&

 (1) 

где x n−  - вектор состояния системы; u m−  - вектор управления, lε −  - 
вектор измеряемых рассогласований; g l−  - вектор командных сигналов; 

y l−  - вектор выхода, причем l m≤ ; f p−  - вектор ограниченных возму-
щений, содержащий регулярную составляющую возмущения f и нерегу-
лярную составляющую w, стесненную ограничением 

( ) ( ) ( )Tw t w t Q t≤ , 

где ( )Q t  – положительно определенная матрица; 0 0 0( ), ( ),A t B t C , 0( )D t  – 
матрицы с непрерывными и ограниченными элементами при 0[ , )t t∈ ∞ . 
Предполагается, что вектор-функции ( ), ( )g t f t  заранее не известны, но 
могут быть представлены с заданной точностью в виде 

( ) ( )f ff t H tξ= ; ( ) ( )g gg t H tξ= , 

где 1 1diag{ ,..., }; diag{ ,..., }T T T T
f f fp g g glH h h H h h= = ; 1[ ,..., ]T T T

f f fpξ ξ ξ= ;  

1[ ,..., ]T T T
g g glξ ξ ξ= ; ,fi giξ ξ –s - векторы, при этом [ , ]T T T

f gξ ξ ξ ν= −  - вектор 

размерности ( )p l sν = + , который является решением уравнения: 

  0 0( ) ( ), ( )t t tξ ξ ξ ξ= =0Г& . (2) 

Здесь 0 0diag{ ,..., }Г Г ν ν= − ×0Г - матрица, 0Г −постоянная блочная 
диагональная s s×  - матрица, блоки которой соответствуют выбранным 
базисным функциям для представления указанных воздействий; начальное 
условие 0ξ  заранее не известно; начальное состояние рассматриваемой сис-
темы отвечает неравенству 

0 0 0( ) ( ) ,Tx t x t K≤  

где 0K –неотрицательно определенная матрица. Также предполагается 

управляемость пары 0 0( ( ), ( ))A t B t  и наблюдаемость пары 0 0( , ( ))C A t ; 

0rank( ( ))B t m= , 0rank( )C l= . 
Ставится задача синтеза дискретно-непрерывного закона управления 

по измеряемым в дискретные моменты времени kt kT= , 0,1,2,...k = сигна-
лам координат ( )ktε , обеспечивающего требуемое качество переходных 
процессов замкнутой системы (1) и выполнение условия: 

  уст ( ) lim ( ) 0j jt
t tε ε

→∞
= = , 1,j l=  (3) 

при отсутствии нерегулярного воздействия ( )w t . 
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Отметим, что в известных работах (например, [1]) рассматривались 
аналогичные задачи синтеза дискретных регуляторов с кусочно-
постояннымзаконом управлениядля линейных стационарных систем, при 
которых в замкнутой системев установившемся режиме при ( ) 0w t = вы-
полняется условие: 

  уст ( ) lim ( ) 0,    1,j k j kk
t t j lε ε

→∞
= = = . (4) 

Однако с помощью кусочно-постоянного управления не удается пол-
ностью компенсировать действие непрерывного возмущения ( )f t с целью 
выполнения условия (3). В связи с этим в работе [3] для стационарных ли-
нейных многомерных систем была рассмотрена задачасинтеза дискретно-
непрерывного закона управления гарантирующего выполнение условия 
(3). Ниже данный подход развивается на случай нестационарных следящих 
систем при наличии нерегулярных внешних воздействий. 

Решение задачи.Преобразуем сначала систему (1) таким образом, 
чтобы координаты вектора ошибок ( ) ( ) ( )t g t y tε = −  оказались координа-
тами вектора состояния преобразованной системы. Для этого введем ли-
нейное аффинное преобразование gx Sx Lξ= + , det( ) 0S ≠ , которое приво-

дит исходную систему (1) к виду: 

  
0 0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   (0) ,

( ) ( ),

x t A t x t B t u t H t t D t w t x x

y t C x t

ξ ξ= + + + =

=

&
 (5) 

где 1
0 0( ) ( )A t S A t S−= , 1

0 0( ) ( )B t S B t−= , 1L S L−= , 1
0 0( ) ( )D t S D t−= , 

0 0( ) ( ) [0 ] [0 ] ( )[ 0 ]l p s g l p s g f p l s
H t A t L H L H D t Hξ × ⋅ × ⋅ × ⋅

= − +0Γ , 

0 ( )[ 0 ]l l n lC I × −=  при 
01

( )0 n l l n l

C
S

I E
−

− × −

 
 = −
    

, где E  – n n×  - матрица пе-

рестановок такая, что матрица 1S−  невырожденная, а матрица L  выбирает-
ся из условия выполнения равенства 0 gC L H= . При этом в уравнении 

(5) ( ) ( )y t tε= . 
Отметим, что в соответствии с выражением матрицы ( )H tξ  представ-

ление системы в виде (5) позволяет в некоторых случаях понизить размер-
ность вектора ( )tξ . 

Для выполнения условия (3) вводится встроенная модель внешних 
воздействий: 

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j
k j kz t Г t z t d t y t= +& , ( )

0( ) 0jz t = ,  1,j l= , (6) 
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где ( ) ( )jz t s−  - вектор состояния j-й динамической подсистемы; ( )kd t s−  - 

вектор, такой, что пара ( )( ( ), ( ))j
kГ t d t  управляема. Требуемый вид матри-

цы ( ) ( )jГ t и вектора ( )kd t определяется в дальнейшем. 
Для выполнения условия (3) закон управления строится в виде линей-

ной комбинации кусочно-постоянного управления, зависящего от ошибки 
( ) ( )k ky t tε= , и непрерывного управления по векторам ( )( )jz t , 1,j l= . Зада-

ча синтеза дискретно-непрерывного регулятора решается в два этапа. 
I . Рассмотрим сначала задачу синтеза кусочно-постоянного закона 

управлениядля дискретных моментов времени kt kT= : 

  *
1( ) ( ), , 0,1,2,...k k ku t u t t t t k+= ≤ < =  (7) 

Полагая вначале ( )
0( )jГ t Г= , 0( )kd t d= , где 0 0( , )Г d  – управляемая 

пара, и считая период дискретности T  выбранным, перейдем от непрерыв-
ной модели (5), (6) к эквивалентной дискретной модели: 

  1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ),
k k k k k k k k

k k

x t A t x t B t u t D t t w t

y t C x t

ξ+ = + + +
=

 (8) 

  ( ) ( )
1( ) ( ) ( ),    1, ,j j

k k j kz t Гz t dy t j l+ = + =  (9) 

1( ) ( ),    0,1,2,...k kt t kξ ξ+ = =Γ  

Здесь 1( ) ( , )k k kA t t t+= Φ ,
1

1 0( ) ( , ) ( )
k

k

t

k k
t

B t t B dτ τ τ
+

+= Φ∫ , 0 0
0

exp( )
T

d Г d dτ τ= ∫ , 

1

1 0( ) ( , ) ( )exp( ( ))
k

k

t

k k k
t

D t t H t dξτ τ τ τ
+

+= Φ −∫ Γ ; ( , )t τΦ – переходная матрица сис-

тем (5); { }0exp( ) , ,T diag Г Г= =Γ Γ K , 0exp( )Г Г T= , 1( ) ( , )k k kw t s t t+= , 

( , ) ( , ) ( ) ( )
k

t

k
t

s t t t D w dτ τ τ τ= Φ∫ . 

Построим оценку для вектора ( )kw t , используя неравенство Коши-

Буняковского: 

2

2
1( ( , )) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

k

t
T T T

k k k k
t

c s t t c t D w d c Q t t c t tτ τ τ τ+

 
 = Φ ≤ −
 
 
∫ , 

где ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )
k

t
T T

k

t

Q t t t D Q D t dτ τ τ τ τ τ= Φ Φ∫ . Отсюда для произвольного 

вектора c  следует оценка ( , ) ( , ) ( , )( )T
k k k ks t t s t t Q t t t t≤ − ,из которой 

при 1kt t +=  получим 1( ) ( ) ( , )T
k k k kw t w t TQ t t+≤ . 
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Здесь предполагается, что величина периода квантования по времени 
T  выбрана из условия управляемости пар ( ( ), ( ))k kA t B t , ( , )Г d  и наблюдае-
мости пары 0( , ( ))kC A t , что имеет место при 0T → . 

Введем расширенный вектор (1) ( )( ) [ ( ), ... , ( )]T l T T
k k kz t z t z t=  размер-

ности l s⋅ , расширенный вектор состояния ( ) [ ( ), ( )]T T T
k k kx t x t z t=%  размер-

ности n n l s= + ⋅%  и измеряемый вектор ( ) [ ( ), ( )]T T T
k k ky t y t z t=%  размерности 

l l l s= + ⋅% . Тогда систему (8), (9)можно записать в виде: 

  1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k k k k k k w kx t A t x t B t u t D t t D w tξ+ = + + +% % % %% %  (10) 

1( ) ( ),    0,1,2,...,

( ) ( ).

k k

k k

t t k

y t Cx t

ξ ξ+ = =

=

Г

%% %
 

Здесь приняты обозначения:  

1

2

( ) 0 0 0 ( ) ( )

0 0 0 0 0

0 0 00 ... 0( ) , ( ) , ( ) ,

0 0 00 0

k k k n
T

T
k k k w

T
l

A t B t D t I

dc Г

dc ГA t B t D t D

dc Г

       
       
       
       = = = =
       
       
       

       

L

L

% % % %

M M MM M M O M

L

,

0{ , }slC diag C I=% , 0 1[ ]T
lC c c= L . 

Для дискретной системы (10) найдем закон управления на основе из-
мерений выхода ( )ky t% , при котором замкнутая система обладает заданным 

качеством переходных процессов и в установившемся режиме 
при ( ) 0kw t = выполняется условие (4).  

1. Закон управления примем в виде обратной связи по измеряемому 
вектору ( )ky t% : 

  ( ) ( ) ( )k k ku t G t y t= % % . (11) 

При учете возмущений ( )kw t  и ( ) 0ktξ = матрица коэффициентов ре-

гулятора ( )kG t% может быть найдена методом синтеза по аналоговому про-

тотипу [4], закон управления которого для исходной непрерывной системы 

с переходной матрицей * ( , )t τΦ%  и матрицей *
0( ) ( ) 0 0

TTB t B t =  
% K , ко-

торой соответствует дискретная модель (10), имеет вид: 

  *
0( ) ( ) ( )u t G t y t= % % . (12) 
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Управление (12) при наличии неопределенных возмущений ( )w t  и 
( ) 0tξ = можно определить методом локально оптимального управления 

[5].Тогда матрица [ ]0( ) ( ) ( )k k z kG t G t C G t=% , (1) ( )( ) ( ) ( )l
z k k kG t G t G t =  K

 
определяется по формуле: 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
k k k k kG t R t Z t K t C F t− −=% % , 

где матрица ( )kK t  является решением уравнения сравнения 
1

1 1( ) (1 ( )) ( ) ( ) ( ) (1 ( )) ( , )T
k k k k k k k kK t t P t K t P t t TQ t tα α −

+ += + + +% % , 0 0( )K t K= . 
Здесь матрица 0K  находится с учетом перехода отсистемы (1) к сис-

теме (5);  
1

( ) ( , ) ( , )
k

k

t
T

k k k
t

R t L t t L t t dt
+

= ∫ ,
1

( ) ( , ) ( , )
k

k

t
T

k k k
t

Z t L t t M t t dt
+

= ∫ ; ( ) 0ktα > , 

* *( , ) ( ) ( , )k kM t t G t C t t= Φ% % % , 

( ) ( ) 0T
k kF t CK t C= >% % , *( , ) [ ( ) ( , )]k m kL t t I G t CH t t= − % % , * *( , ) ( , ) ( )

k

t

k
t

H t t t B dτ τ τ= Φ∫ %% ,

( ) ( ) ( ) ( )k k k kP t A t B t G t C= +% % %% % . 
Таким образом, в случае существования ограниченной положительно 

определенной матрицы ( )kK t кусочно-постоянное управление (7) с зако-
ном управления (11) обеспечивает устойчивость замкнутой системы. 

В случае неразрешимости задачи синтеза с законом управления (11) 
вводится динамический регулятор вида: 

  1( ) ( ) ( )k d k d kt A t B y tη η+ = + , 0( ) 0η t = , (13) 

где ( , )d dA B  – управляемая пара, матрица dA  имеет большой запас устой-

чивости; ( )kη t  – dn - вектор, dn mµ= ; начальный выбор наименьшего зна-

чения коэффициента µ  проводится согласно работе [3] для фиксированно-
го момента времени 0kt t=  в уравнении (10). При необходимости значение 

µ может быть увеличено.  
Для расширенной системы (10), (13) определяется закон управления 

( )ku t вида (11) по выходу ˆ( ) ( ) ( )
TT T

k k ky t y t tη =  % аналогично предыдущему. 

2.Найдем условия, при которых выполняется равенство 
(4)при ( ) 0kw t = . Учитывая, что для внешних воздействий собственные зна-

чения матрицы 0Γ  лежат на мнимой оси комплексной плоскости, соответ-
ственно собственные значения матрицы Γ лежат на единичной окружно-
сти, в установившемся режиме получим: 
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  ( ) ( ) ( )k k kx t M t tξ= ; ( ) ( )( ) ( ) ( ),j j
k k kz t M t tξ=  1,j l= , (14) 

где ( )kM t  и ( ) ( )j
kM t – матрицы размерности n ν×  и l ν×  соответственно.  

После подстановки выражений (14) в уравнения (8), (9)с учетом блоч-
ного представления матриц ( )kM t , ( ) ( )j

kM t в виде 

1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]k k k p l kM t M t M t M t+= L , 
( ) ( ) ( ) ( )

1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]j j j j
k k k p l kM t M t M t M t+= L , 

получим систему уравнений: 

 ( ) ( )
1

1

( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
l

j j
k k k k k k k k k

j

M t A t B t G t M t B t G t M t D t+
=

= + + +∑Г , (15) 

  ( ) ( )
1( ) ( ) ( )j j T

i k i k j i kM t Г ГM t dc M t+ − = , 1,j l= , 1,i p l= + . (16) 

Для выполнения условия (4) в уравнении (16) должны выполняться 
равенства ( ) 0T

j i kc M t = , 1,j l= , которые, согласно [3], выполняются при ус-

ловии ( ) ( )
1( ) ( )j j

i k i kM t M t+ = . Поскольку в общем случае 
( ) ( )

1( ) ( )j j
i k i kM t M t+ ≠ , то использование встроенной модели внешних воз-

действий (9) не обеспечивает выполнения условия (4).  
В связи с этим вместо уравнений (9) рассмотрим уравнения 

  ( ) ( ) ( )
1( ) ( ) ( ) ( ),   1, ,j j j

k k k j kz t Г t z t dy t j l+ = + =%  (17) 

с некоторой матрицей ( ) ( )j
kГ t% , предполагая, что при этом в замкнутой 

системе (8), (11),(17) сохраняется устойчивость и требуемое качество пе-
реходных процессов. 

В этом случае уравнения (16) будут иметь вид: 
( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( ) ( )j j j T
i k k i k j i kM t Г Г t M t dc M t+ − =% , 1,j l= , 1,i p l= + , 

и при ( ) 0T
j i kc M t = найдем: 

  ( ) 1( ) ( ) ( )
1( ) ( ) ( )j j j

k i k i kГ t M t Г M t
−

+=% . (18) 

II.  Рассмотрим теперь задачу построения дискретно-непрерывного за-
кона управления, при котором выполняется условие (3)при ( ) 0kw t =% . Вме-
сто закона управления (7), (11) будем использовать следующий закон 
управления: 

  
0 1

( )  ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ), ,
z

k k k k

u t u t G t z t

u t G t C x t t t t +

= +
= ≤ <

 (19) 



 
 

165 

где (1) ( )( ) ( ) ( )l
zG t G t G t =  K ; ( ) ( )jz t s−  - вектор является решением 

уравнения (6). 
Определим сначала кусочно-непрерывную матрицу ( ) ( )z z kG t G t= , 

1, 0, 1, 2,...k kt t t k+≤ < = так, чтобы переходные процессы замкнутой систе-
мы (5), (6) с законами управления (7), (11) и (19) были близки в смысле 
минимума функционала: 

0

( ) ( ) ( )
t

T

t

J t u u dτ τ τ= ∆ ∆∫ , 

где *( ) ( ) ( )u t u t u t∆ = − . Для этого воспользуемся результатом работы [3], из 

которой следует, что матрица ( )G t  может быть определена по формуле: 

  
1 1

1

1 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )
k k

k k

t t
T T

z k z k k k k
t t

G t G t t d t t dτ τ τ τ τ
+ +

−

+ + +

 
 = Φ Φ Φ
 
 

∫ ∫ , (21) 

где (1) ( )( , ) { ( , ), , ( , )}lt diag t tτ τ τΦ = Φ ΦK . При этом замкнутая система (5), (6) 
с законом управления (19),(21)будет устойчива для некоторого периода 
дискретности T , поскольку при 0T →  матрица ( ) ( )z k z kG t G t→ . 

По значениям матрицы ( )z kG t  построим непрерывную матрицу ( )zG t . 
Для выполнения условия (3) в замкнутой системе (5), (6), (19) матрицу 

( ) ( )jГ t можно найти приближенно по дискретным значениям матрицы 
( ) 1 ( )( ) Ln ( )j j

k kГ t T Г t−= %  в силу неособой матрицы ( ) ( )j
kГ t% , при этом век-

тор
1

1

( ) ( )
1( ) ( , )

k

k

t
j j

k k
t

d t t d d dτ τ
+

−

+

 
 = Φ
 
 
∫ , где ( )( , )j t τΦ – переходная матрица системы (6). 

Если при этом в дискретные моменты времени kt  выполняется усло-
вие (4), то в установившемся режиме система описывается уравнениями: 

 
( ) ( )

0 0
1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),  1, ,

l
j j

j

j j j

x t A t x t B t G t z t H t t

z t Г t z t j l

ξ ξ
=

= + +

= =

∑&

&

  

0( ) ( ),y t C x t=  
В силу управляемости и наблюдаемости системы (8) при выборном 

периоде дискретности T , в замкнутой системе отсутствуют срытые коле-
бания и, следовательно, в установившемся движении ( ) 0y t = , т.е. выпол-
няется условие (3). 

Аналогичные результатымогут быть получены для системы с динами-
ческим регулятором (13). 
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Пример. Для иллюстрации полученных результатов рассмотрим зада-
чу синтеза одномерной следящей системы за командным сигналом ( )g t t= : 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t a t x t b t u t f= + +& , (22) 

( ) ( ) ( )t g t x tε = − ,         0( ) ( )t Г tξ ξ=& , 

где ( ) (16 0,6sin( ))a t t= − + , ( ) 10b t = , ( ) ( )T
gg t h tξ= , 

1

0

0

0 0

T
Г

− 
=  
  

, [1 0]T
gh = , 

0,1T = с; 1f = . 
Систему (22) приведем к виду (5): 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t a t x t b t u t f t g t a t g t= − − + −& & , (23) 

( ) ( )x t tε= . 
Здесь ( ) ( ) 0f t g t− + =& , поэтому уравнение (23) упрощается. Для системы 
(23) построим приближенную дискретную модель методом Эйлера. Тогда с 
учетом уравнения (17) получим расширенную систему: 

  1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
k k k k k g kx t a t x t bu t t h tβ ξ+ = − − , 0,1,2,...k =  (24) 

  (1)
1( ) ( ) ( ) ( )k k k kz t Г t z t dx t+ = +% , (25) 

1( ) ( ),k kt Г tξ ξ+ =  

где ( ) 0,6(1 0,1sin( ))k ka t t= − + , 1b = , ( ) ( )k kt Ta tβ = , [ ]0 1
T

d = , 
1 1

0 1
Г

 
=  
 

. 

Учитывая большой запас устойчивости объекта управления с коэффи-
циентом ( )ka t , закон управления будем искать в виде  

  ( ) ( )T
k z ku t g z t= , (26) 

где [ ]0,14 0,83T
zg = . 

Из уравнений (24), (25) следует, что в установившемся режиме при 
матрице (1)( )kГ t Г=%  не удается найти закон управления ( )ku t , при котором 
в установившемся режиме выполняется равенство ( ) 0kx t = . В связи с этим 

найдемсоответствующую матрицу (1)( )kГ t% . 
Для этого в уравнении (15) потребуем выполнения равенства: 

(1)
1 ( ) ( ) 0T T

z k k gbg M t t hβ− − = , 

из которого найдем  

2 1(1)
1 1

1 /
( ) ( ) /

0 1
z z

k k z

g g
M t t gβ

− 
=  − 

. 
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Тогда из выражения (18) получим: 

  (1)
1( ) ( ) / ( )k k kГ t Г t tβ β+=% . (27) 

На рис. 1 представлен переходный процесс 1 замкнутой системы (24)-
(27)по рассогласованию ( )ktε . Для сравнения на рис. 1 также представлен 

процесс 2со встроенной моделью(25) при (1)( )kГ t Г=% , который расходит-
ся.Если в этом случае в системе (23) положить ( ) 16a t = − , то переходной 

процесс ( )ktε  практически совпадает с процессом 1. 

 

Рис. 1. Переходные процессы по рассогласованию ( )ktε  

Таким образом, из переходных процессов следует, что с помощью 
встроенной модели (25), (27) удается обеспечить в замкнутой системе ну-
левую установившуюся ошибку для нестационарной системы (24). 

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 15-08-05575. 
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ОБЕСПЕЧЕНИЕ РАВНОМЕРНОГО ВРАЩЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 
С ПОМОЩЬЮ СПАРКИ ГИРОДИНОВ 

А.В. Гладун (УИГА им. Главного маршала авиации Б.П. Бугаева, Россия, 
432071, город Ульяновск, улица Можайского, дом 8/8) 
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PROVIDE UNIFORM ROTATION OF A RIGID BODY 
BY MEANS OF DOUBLED GYRODINS 

A.V. Gladun (UCAI named after Chief Marshal of Aviation B.P. Bugaev, 
432071, Ulyanovsk, Mozhaiskogo str., 8/8) 

Keywords: rigid body, doubled gyrodins, uniform rotation, control, linear 
approximation. 

Введение. Задачу управления вращательного движения твердого тела 
необходимо решать при проектировании современных технических сис-
тем, в частности, искусственных спутников. Для устранения отрицательно-
го влияния невесомости на живые организмы может быть создана искусст-
венная гравитация путем обеспечения равномерного вращения космиче-
ской станции. Для решения такой задачи целесообразно использование ги-
роскопических систем. Возможность применения маховиков, гироскопов 
уже исследовалась в работах В.И. Воротникова, В.Н Васильева, В.И. Зубо-
ва, А.М. Ковалева, В.В. Крементуло, Х. Кеннеди, В.С. Хорошилова и дру-
гих авторов [1] –[4]. Вопросы, касающиеся использования гиродинов, в ча-
стности спарок гиродинов, для управления вращательного движения твер-
дого тела мало изучены. В тоже время многими исследователями отмеча-
ются перспективность и преимущества использования гироскопов по срав-
нению с маховиками и реактивными двигателями. Одним из перспектив-
ных направлений упрощения уравнений систем, уменьшения массы гиро-
динов и повышения эффективности их использования является объедине-
ние гиродинов в спарку. Гиродин – двухстепенная гироскопическая систе-
ма, состоящая из ротора и гирокамеры. Ротор закреплен внутри гирокаме-
ры и вращается с постоянной угловой скоростью. Объединенные в спарку 
гиродины идентичны, оси вращения гирокамер параллельны. Роторы спар-
ки вращаются с постоянными, одинаковыми по величине и противополож-
ными по направлению (в начальный момент времени) скоростями.  

Постановка задачи. Рассмотрим механическую систему, состоящую 
из твердого тела (носителя) и спарки гиродинов. Для описания системы 
используем уравнения движения твердого тела с s спарками гиродинов, 
полученные в работе [5]. Запишем их в предположении, что у каждого ги-
родина ротор является шаровым, а гирокамера динамически симметрична 
относительно своей оси вращения 
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( )0 02+ × + + × =θω ω θω K H cosqq ω K sinq h 0& & ,                        (1) 

( )02 2 j S jC C

j S j
+∗

+− = +Jq K Hcosq ω M M&& .                                      (2) 

Здесь θ  – матрица тензора инерции системы твердое тело – спарки 

гиродинов; ( )1 2 3, ,ω ω ω ∗=ω  – вектор угловой скорости твердого тела (но-

сителя); ( )1 , , sq q
∗=q K  – вектор углов поворота гирокамер спарок относи-

тельно носителя; ( )1diag sin , ,sin sq q=sinq K ; ( )1h , ,hs

∗=h K ; hi – некоторые 

постоянные; ( )1diag cos , ,cossq q=cosq K ; ( )1diag h , ,hs=H K ; 

( )0 01 0s=K k , ,kK ; 0 0 0,i i ik ,l n  – орты, задающие положение i-й спарки гиро-

динов в теле носителе; jC

jM , S jC

S j
+

+M  – главные моменты управляющих сил 

относительно центра инерции j-го и s+j-го гиродинов, входящих в j-ю 
спарку, соответственно; ∗ – символ транспонирования. 

В качестве вектора управления выберем вектор угловых скоростей 
поворота гирокамер относительно твердого тела 

=u q& ,                                                        (3) 
тогда главный момент управляющих сил из (2) определяется равенством 

02 2( )j S jC C

j s j
+ ∗

++ = −M M Ju K Hcosq ω&  

и мы можем ограничиться в рассматриваемом случае только уравнением 
(1), описывающим движение носителя, для которого с учетом (3) получаем 

( )0 02 sin 2 cos 0+ × + × + =θω ω θω ω K qh K H qu& .                                     (4) 

Запишем уравнение (4) в системе координат Oxyz, жестко связанной с 
носителем, выбрав ее таким образом, чтобы выполнялось соотношение 

( )1 1 2 2 3 3, ,Aω A ω A ω
∗=θω , 

где 1 2 3, ,A A A  – обобщенные моменты инерции. 
Система уравнений (4), (3), описывающая движение твердого тела, 

несущего s спарок гиродинов принимает вид 
( )1 1 2 3 2 3Aω A A ω ω= − +&  

( )2 3 1
3 0 2 0 0

1

2 h sin k k h cos k
s

j j j j j j j j
j

q ω ω u q
=

 + − − ∑ ,        

j jq u=& , 1, ,j s= K . 

Пусть на носителе установлена одна спарка гиродинов ( 1j = ) и орты 
∗








 −=
35

17
,

7

6
,

35

6
01k , 

∗








=
7

6
,

7

3
,

7

2
01l , 

∗








 −−=
35

6
,

7

2
,

35

33
01n  

задают ее начальное расположение. Оси вращения гирокамер спарки не 
являются параллельными ни одной из координатных осей. Тогда движение 
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механической системы носитель − спарка гиродинов описывается систе-
мой уравнений вида [6] 






 −++−= quhqhqhAA
A

cos
35

12
sin

35

34
sin

7

12
)(

1
233232

1
1 ωωωωω& , 






 −−−−= quhqhqhAA
A

cos
7

12
sin

35

12
sin

35

34
)(

1
313113

2
2 ωωωωω& ,         (5) 






 +−+−= quhqhqhAA
A

cos
35

34
sin

7

12
sin

35

12
)(

1
122121

3
3 ωωωωω& , 

uq =& . 
Ранее в работе [6] было показана возможность с помощью одной 

спарки гиродинов осуществить: 
а) перевод твердого тела в противовращение в окрестности положения 

равновесия 
( ) ( )( )0,0,0,0, qqω,ω,ω 321 ==ω ; 

б) раскрутку твердого тела вокруг какой-либо оси системы координат 
Oxyz, выбранной выше при выводе уравнений.  

Рассмотрим вопрос о возможности с помощью одной спарки гироди-
нов вернуть носителю исходное равномерное вращение.  

Рассмотрим равномерное вращение 
( ) ( ) ( ) ( )πmπωqωωω 3,0,10,0,0,,0,,, 0

2321
1 ===ω . 

Пусть под воздействием внешних возмущений заданное равномерное 
вращение было нарушено. В результате вектор фазовых координат принял 
вид 

( ) ( ) 






 −==
6

19
,1.3,10.9,0.8,,, 321

0 π
qωωωω . 

Задача. Найти такое кусочно-непрерывное (далее допустимое) управ-
ление ( )tuu = , ],[ 10 ttt ∈ , что соответствующее ему движение системы (5) 

удовлетворяет условиям 
( ) ( )0

0 ωω =t , ( ) ( )1
1 ωω =t , 

т.е. твердое тело восстанавливает свое исходное равномерное вращение. 
Будем решать поставленную задачу по линейному приближению. 
Разрешимость задачи управления. Исследуем управляемость сис-

темы (5) в окрестности равномерного вращения ( )1ω . Сделаем замену пе-
ременных 

11 ω=x , 0
222 ωω −=x , 33 ω=x , mqx π−=4  

и линеаризуем систему в точке ( ) ( )0,0,0,0,,, 4321 == xxxxx , имеем 
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( ) ( )


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
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



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
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35

121
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1
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0
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0
221

3
3 ωω& , 

ux =4& . 
Пусть uBA += xx&  есть система (6), записанная в матричном виде. 

Чтобы система (5) была управляема по переменным 321 ω,ω,ω  в окрестно-

сти равномерного вращения ( )1ω , достаточно [7], чтобы 
{ } 32 =BDADABDBrank ,, . 

Матрица { }BDADABDB 2,,  имеет вид 

( ) ( ) ( )
,

35
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
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 где 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

D

 
 =  
 
 

, 
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
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
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Тогда { } ( ) ( )
3
3

3
1

2

30
2

33
2

8575
148

det
AA

KAh
BDADABDB

m ω−=,, ,  

где 
( ) ( )233211 36289 AAAAAAK −+−= . 

Определитель не обращается в ноль и система (5) управляема по 

321 ω,ω,ω , если 00
2 ≠ω . 

Построение управления. В работе [7] предложен алгоритм построе-
ния управлений, решающих двухточечные задачи для нелинейных систем 
в окрестности стационарных движений с заданной степенью точности. 
Вычисляем фундаментальную матрицу [ , ]X t ξ  однородной системы, соот-
ветствующей системе (6), и находим матрицу ( , ) [ , ]ω t DX t Bξ ξ= . Вычис-
ление управления, переводящего систему (5) в исходное равномерное вра-
щение ( )1ω  с точностью до 0.00001, будем производить пошагово, записав 
рекуррентную формулу из [7] в виде  
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( ) ( ) , 0,1k ku t t k= Ω =p K ,                                 (7) 

( ) ( ) 1
1,t ω t t M∗ −Ω = ,  

1
(1) (0) (1)

1 0 1
0

D ( , ) ( ( ))
k

н

k i
i

X t t t
−

=

 = − + − 
 

∑p x x x x , 

1

0

1 1( , )[ ( , )] ,
t

T

t

M t t dω τ ω τ τ= ∫  

где 1( )н

i tx  – точка, в которую попадает нелинейная система (5) под дейст-
вием допустимого управления ( )iu t  в момент времени t1.  

Матрица ( ) ( ) 1
1,

−∗=Ω Mttωt  и вектор 0p , имеют вид 
∗

















+−+−
+−+−
+−+−

=Ω

333

222

111

)]1(sin[4152)]1(cos[

)]1(sin[4152)]1(cos[

)]1(sin[4152)]1(cos[

)(

etgdtgc

etgdtgc

etgdtgc

t  , 

где  483241540=g , 
с = (0.20160997,  0.7668857732,  − 0.1857781932), 
d = (0.008995155462,  0.01735833055,  0.0006659509444), 
e = (0.2133656852,  0.7874499359,  − 0.0236826758); 

∗
0p  = (− 1.089120161,  − 0.9,  − 7.268198479). 

Управление ( )tu0 , вычисляемое на первом шаге, не переводит нели-
нейную систему (5) в исходное равномерное вращение, так как строится 
достаточно грубо по линейному приближению. Поведение системы под 
действием управления  

( ) ( )−+−+−= ttu 069784638.4069784638.4cos4404981.07689554.00  
( )t069784638.4069784638.4sin487035261.1 +−−  

показано на рис. 1 и рис. 2. 
( ) .91002 =ω , ( ) 951669.9844238812 =ω . 

 
Рис. 1 

( ) .8001 =ω , ( ) .3103 −=ω  
( ) .595268354011 −=ω , ( ) .968809803013 =ω  
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Рис. 2 

Дальнейшее уточнение управления с помощью формулы (7) позволяет 
нам найти управление ( )tu17 , решающее поставленную задачу для системы 
(5) с требуемой степенью точности. Результат действия управления ( )tu17  
показан на рис. 3 и рис.4. 

( ) .91002 =ω , ( ) 439.9999999812 =ω , 

 
Рис. 3 

( ) .8001 =ω , ( ) .3103 −=ω  
( ) 93.000000162011 −=ω , ( ) 78.000000052013 =ω  

 
Рис. 4 
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На 17-ом шаге получены вектор 17p  и соответствующее ему управле-
ние ( )tu17 : 

∗
17p  = (− 0.993918277, − 0.963725265, − 8.150778573), 

( ) ( )−+−+−= ttu 069784638.4069784638.4cos574785887.0777921.017  
( )t069784638.4069784638.4sin5281953524.1 +−−  

Графики управлений ( )tu0  и ( )tu17  представлены на рис. 5. 

 
Рис. 5 

При вычислении управления, решающего задачу, для констант в системе 
уравнений (5) выбраны следующие значения: 

1 230A = , 2 310A = , 3 210A = , 1500h = . 
Таким образом, из результатов данной работы и работы [6] следует 

возможность раскрутки, а затем и сохранения заданного равномерного 
вращения твердого тела с помощью спарки гиродинов.  
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УПРАВЛЕНИЕ СПУСКОМ В АТМОСФЕРЕ БЕСПИЛОТНОГО 
ПЛАНИРУЮЩЕГО ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА  

С КРЫЛОМ БОЛЬШОГО УДЛИНЕНИЯ 
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THE DESCEND IN THE ATMOSPHERE CONTROL FOR  
THE UNMANNED GLIDING AIRCRAFT WITH THE HIGH ASPECT 

RATIO WING 

V.T. Grumondz, E.I. Karpezhnikov, M.A. Polishchuk  
«Region» Scientific & Production Enterprise JSC, Kashirskoe highway, 13A, 
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Keywords: high aspect ratio wing, unmanned gliding aircraft, navigation, 
dynamics of flight, guidance, navigation points, group flight. 

Введение. Беспилотные планирующие крылатые летательные аппара-
ты (БПК ЛА) к настоящему времени выделились в отдельный класс лета-
тельных аппаратов (ЛА), требующий специального исследования. К этому 
классу относятся космические ЛА, для которых траектории планирования 
являются одними из возможных, например, при спуске на землю; БПК ЛА, 
стартующие с самолетов-носителей с различными целями и др.  

Главными задачами, которые приходится решать при выборе пара-
метров и динамических характеристик БПК ЛА того или иного назначе-
ния, а также траекторий их полета, являются обеспечение точности попа-
дания в заданную точку на земной поверхности (точку интереса); макси-
мальной дальности полета от точки старта до точки цели; наилучших пока-
зателей маневренности; стабилизации движения БПК ЛА на начальном 
участке при малых скоростях и высотах старта и некоторые другие.   

Существенные трудности решения перечисленных выше задач для 
БПК ЛА вытекают из особенностей аэродинамики и динамики аппаратов 
рассматриваемого класса, которые обусловлены следующими весьма су-
щественными обстоятельствами: большим перепадом высот между на-
чальной и конечной точками траектории; весьма жесткими требованиями к 
точности наведения на точку интереса; большими различиями между чис-
лами Маха на различных участках полета, в том числе на начальном и ко-
нечном участках траектории; существенными различиями аэродинамиче-
ских характеристик при полете на различных участках траектории; отсут-
ствием участков траектории, где движения являются установившимися в 
строгом смысле слова. 
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В работе рассматривается задача об управлении спуском в атмосфере 
и приведении в заданную точку пространства беспилотного планирующего 
летательного аппарата с крылом большого удлинения, имеющая большое 
число приложений. В работе построена математическая модель управляе-
мого пространственного движения. Решены задачи выбора управлений, 
обеспечивающих: облет заданного конечного набора навигационных то-
чек, расположенных на поверхности Земли; максимизацию длины проек-
ции траектории полета на земную поверхность, в частности – максимиза-
цию дальности полета летательного аппарата; минимизацию потерь сум-
марной энергии при движении до конечной точки траектории; максимиза-
цию модуля вектора скорости и модуля траекторного угла подхода к цели; 
обход препятствий заданной конфигурации в плане на траектории движе-
ния к цели; согласованный полет к цели группы летательных аппаратов. 
Построены соответствующие конструктивные алгоритмы. Полученные ре-
зультаты расчетов, позволяют говорить о существенном улучшении летно-
технических характеристик на этапе управляемого планирования гипоте-
тического летательного аппарата с крылом большого удлинения по срав-
нению с существующими в настоящее время, в том числе о значительном, 
порядка 70-80%, увеличении дальности его полета.  

Будем называть множеством начальных состояний для заданного БПК 
ЛА, заданной конечной точки траектории ( ), ,

f f ff g g gT x y z∗ ∗ ∗ ∗ , заданной ε -

окрестности точки fT∗  и заданного конечного набора n  точек 

{ }1 2 3, , ,... nN N N N N=  трехмерного пространства { }, ,g g gx y z , 
kN ∈ ϒ  , где ϒ – гори-

зонтальная плоскость, содержащая точку 
fT , такое множество 

{ }0 0 00 , , , , ,
go go gox y z g g gS V V V x y z=  в пространстве { }, , , , ,

g g gx y z g g gS V V V x y z= , 0S S⊂ , для лю-

бой точки 0s  которого ( )0 0s S∈  существует траектория sL , такая, что  

                                                        
k sN Lϒ∈ % , 1,...,k n=                                            (1)   

                                            ( ) ( ) ( )
1

2 2 2 2

f f f f f fg g g g g gx x y y z z ε∗ ∗ ∗ − + − + − ≤  
                         (2)   

где sLϒ%  - проекция траектория sL  на горизонтальную плоскость ϒ .  
Точки 1 2 3, , ,... nN N N N , а с ними и плоскость ϒ , будем называть навига-

ционными. Через ks , 1,...,k n= , обозначим точки на траектории sL , k ss L∈ , 
проекциями которых на плоскость ϒ  являются точки kN , 1,...,k n= . 

Согласно данному выше определению, навигационные точки 
1 2 3, , ,... nN N N N  предполагаются динамически достижимыми. Это означает, 

что существуют управления, с помощью которых в процессе движения 
БПК ЛА проекция его траектории на навигационную плоскость будет пе-
ресекать некоторые достаточно малые окрестности этих точек. На практи-
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ке требование динамической достижимости навигационных точек накла-
дывает ряд весьма существенных ограничений на аэродинамические и ди-
намические характеристики БПК ЛА, его конструктивные параметры и па-
раметры его подсистем, а также параметры его траекторных и угловых 
движений. Тем самым множество 0S  предполагается множеством началь-
ных точек всех динамически допустимых пространственных траекторий 
БПК ЛА, удовлетворяющих условиям (1), (2). Вопрос о динамической дос-
тижимости точек 

1 2 3, , ,... nN N N N  с точки зрения динамики полета, хотя и вне 
связи с оптимизацией траекторий, рассмотрен в работе [6]. 

Индексом f  отмечены переменные, относящиеся к конечной точке 

траекторий БПК ЛА. Точки 0s  и fT∗  являются соответственно начальной и 

конечной точками каждой из возможных траекторий (их левым и правым 

концом). Точка 0N  является проекцией начальной точки 0s  на плоскость 
ϒ . Точка 1nN + совпадает с точкой fT∗ , 1n fN T∗

+ = .  

Постановка задачи 
Рассмотрим три задачи, постановки которых сформулированы ниже. 
Задача 1. Для БПК ЛА заданной аэродинамической схемы построить 

вектор управления ( )0, , , , , , , , , ,
g g gg g g x y zu x y z V V V s tϑ ψ γ  и множество 

  
{ }

0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0: , , , , ,g g g g g g g g gS x x x y y y z z z V V V∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ Θ ≤ Θ ≤ Θ Ψ ≤ Ψ ≤ Ψ   

всех начальных состояний, для каждой точки 0 0s S∈  которого существует 
такая устойчивая траектория, выходящая из этой точки, для которой вы-
полняются условия (1), (2),  а также условия 

                  
f∗ ∗∗−Θ ≤ Θ ≤ −Θ ,      fϑ ϑ ϑ∗ ∗∗− ≤ ≤ − ,      fV V∗≥ ,                               (3) 

и на которой функционал 
0

n

k
k

W W
=

∆ = ∆∑ , где k k kW∆ = ∆Π + ∆Κ  - суммарные по-

тери потенциальной и кинетической энергии на каждом отрезке 
[ ]1,k k kN N +Λ = , 0,...,k n= , 

1k fN T+ = ,  достигает минимума на множестве всех 

возможных траекторий, удовлетворяющих требованиям (1-3)  и имеющих 
точки 0s  и fT∗  в качестве начальной и конечной точек.  

Здесь ,ϑ Θ  соответственно углы тангажа и наклона траектории БПК 
ЛА.  

Приведенная выше постановка задачи имеет ряд существенных осо-
бенностей, отличающих ее от традиционных. Первая из них состоит в том, 
что вместо единственной навигационной точки, обычно называемой точ-
кой интереса (ТИ) или точкой цели, в момент начала движения, задается 
также и некоторый конечный набор из n промежуточных навигационных 
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точек (или областей в окрестности таких точек) на земной поверхности, 
которые БПК ЛА должен облететь в процессе движения прежде чем дос-
тигнет ТИ. Тем самым этот набор по существу является элементом закона 
управления и наведения БПК ЛА на точку интереса. Кроме того, требуется 
обеспечение достаточно жестких условий (3) на правом конце траектории 
и обеспечение стабилизации движений при управлении u  на всех участках 
траектории полета. Наконец, еще одним усложнением по сравнению с рас-
смотренными к настоящему времени аналогичными задачами является то, 
что суммарная длина проекции на горизонтальную плоскость полученной 
траектории не может превышать максимальную дальность планирующего 
полета аппарата, обусловленную суммарной кинетической и потенциаль-
ной энергией, сообщенной ему в момент старта. Отмеченные особенности 
постановки требуют разработки принципиально новых алгоритмов расчета 
возможных областей применения БПК ЛА. Ниже приведены результаты 
решения задачи о построении множества начальных состояний при управ-
ляемом спуске БПК ЛА в атмосфере для случая подвижной точки интере-
са, являющейся одним из частных случаев приведенной общей постановки.  

Укрупненный алгоритм построения области 0S  разбивается на сле-
дующие основные этапы. 

Этап 1. Построение замкнутого множества Μ  точек, в которых может 
оказаться ТИ при всех  0t t>  (область достижимости цели). 

 Этап 2. Построение такого подмножества L граничных точек Γ  облас-
ти Μ , достижение которого летательным аппаратом гарантирует достиже-
ние и всех остальных (внутренних и граничных) точек области Μ .  

Построение подмножества L  в реальных задачах может быть значи-
тельно осложнено «неудачным» заданием набора навигационных точек, 
например, последней из них. В том числе эта точка может быть располо-
жена так, что некоторое подмножество *L  точек L окажется вообще недос-
тижимым для БПК ЛА рассматриваемой конкретной схемы. В связи с этим 
возникает необходимость проведения третьего этапа алгоритма. 

Этап 3. Выбор среди последовательности точек 1 2, ,n n nN N N− − ,… ближай-
шей к границе Γ , причем такой, для которой областьL  существует, и ее 
построение возможно осуществить алгоритмически.  

Для реализации этого этапа алгоритма должны быть последовательно 
рассмотрены предыдущие навигационные точки (( 1)n− -я, ( 2)n − -я, ( 3)n − -я 
и т.д.), пока не будет найдена такая точка, которая обладает требуемыми 
свойствами. 

Заметим, что этот третий этап алгоритма по существу сводит задачу 
покрытия всей области Μ  достижимости цели к значительно более про-
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стой задаче покрытия ее подмножества L ⊂ Γ . Нетрудно проследить неко-
торую аналогию между этим этапом предлагаемого алгоритма и алгорит-
мом формирования множества начальных состояний БПК ЛА в задаче о 
достижимости заданного набора навигационных точек, построенным в ра-
боте [6].  

Этап 4. Выбор представительного набора точек 1 2 3, , ,.....T T T дуги L , 
L ⊂ Γ , проведение для каждой из них расчета множества 1 2 3, , ,.....S S S  на-
чальных состояний БПК ЛА. 

 Под представительностью здесь имеется в виду свойство набора точек 
1 2 3, , ,.....T T T  с достаточной для практики полнотой отражать геометрические 
свойства границы (форму дуги, ее длину, ее кривизну в различных частях и 
т.д.), что необходимо в связи с дискретностью проводимых расчетов. То 
же относится и к расстояниям между точками 1 1 1, , ,.....∆ ∆ ∆ , которые могут 
выбираться в том числе и как постоянные числа и интерпретироваться как 
шаг вычислений. 

 Алгоритм построения каждого из множества начальных состояний 
1 2 3, , ,.....S S S в функции координат точек 1 2 3, , ,.....T T T дуги L для рассматриваемой 

задачи базируется на выборе в качестве начальной точки расчета последо-
вательно каждой из точек набора  1 2 3, , ,.....T T T .  

Следующие этапы алгоритма аналогичны приведенным в работе [6], 
однако объем вычислений в рассматриваемой задаче существенно больше, 
чем в алгоритме работы [6].  

Заключительным этапом формирования алгоритма, решающего рас-
сматриваемую задачу, является построение множества kS S=I , представ-

ляющего собой пересечение множеств kS , построенных для каждой точки 
дуги и для заданного набора навигационных точек. 

Рассмотрим теперь задачу 2. Будем считать, что выполнены условия 
задачи 1, однако не в отношении единичного БПК ЛА, а в отношении 
группы однородных БПК ЛА, стартующих последовательно в некоторые 
моменты времени движения точки старта. Более точно рассматриваемая 
задача формулируется следующим образом. 

Задача 2. Пусть существует некоторое количество n БПК ЛА 
1 2,, ... ,... ; 1,...,i nB B B B i n=  каждый из которых начинает движение в своей на-

чальной точке 1 2, ,... ,...i ns s s s в моменты времени  1 ( 1) , 1,...,it t i t i n= + − ∆ = .    
БПКЛА движутся в течение времени 1 2, ,... ,...i nT T T T каждый по своей траекто-
рии 1 2, ,... ,...,i nL L L L . Все БПК ЛА имеют единую аэродинамическую схему. 
Начальные условия полета одинаковы для всех БПК ЛА 

0 1 0 1... ; ...n nV V V H H H= = = = = = , где 0 0,V H скорость и высота полета в точке на-
чала движения каждого БПК ЛА.  
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Требуется для каждого i-го БПК ЛА заданной аэродинамической 
схемы сформировать траекторию iL  так, чтобы достижение точки интереса 
(ТИ) всеми БПК ЛА произошло в единый момент времени 

1 1 2 2 ... n nT t T t T t T= + = + = = + . Величина промаха ε  не должна превышать  за-
данной величины * *,ε ε ε≤ , разница ∆  во времени достижения всеми БПК 
ЛА ТИ  не должна превышать  заданной величины * *,∆ ∆ ≤ ∆ . На всем про-
тяжении полета потери суммарной энергии при совершении маневров для 
выдерживания заданной траектории для каждого БПК ЛА должны быть 
минимальны. 

Построим алгоритм решения задачи. 
Рассмотрим некоторую прямолинейную траекторию планирования 

БL , берущую начало в точке Б
s s=  и заканчивающуюся в ТИ. Для нее вы-

полняется условие 0maxHKLпр ≤ , где  прL  - проекция БL  на горизонтальную 

плоскость, maxK - максимальное аэродинамическое качество БПК ЛА. При-

мем траекторию БL  за базовую.  
Предположим, что точка старта движется на постоянной высоте с 

постоянной скоростью. Угол между проекцией на горизонтальную плос-
кость базовой траектории и проекцией на горизонтальную плоскость тра-
ектории движения точки старта обозначим через τ , [0,90 ]τ ∈ o  (рис.1) .  

 
         Рис. 1. Возможные направления движения точки старта 

 Естественно считать, что ТИ находится в передней полусфере по 
ходу движения точки старта. Формирование траекторий будем проводить с 
помощью выбора навигационных точек ( , ), 1,..., .ij ij ijN X Z i n= . Предполо-

жим, что из точки, движущейся в направлении ТИ, стартует некоторое ко-
личество БПК ЛА, причем интервалы между стартами БПК ЛА t const∆ =  
(алгоритм нетрудно обобщить на случай, когда интервалы времени раз-
личны). Проиллюстрируем решение поставленной задачи для случая фор-
мирования траектории полета каждого i-го БПК ЛА с помощью единст-
венной навигационной точки  

1 11( , )
i ii g gN X Z . 

 Выбор каждой НТ будем проводить по следующему алгоритму. 
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I. Значение координаты навигационной точки по оси gOX  рассчиты-

вается как половина длины проекции базовой траектории полета (рис.2): 

                               
1

*1
( ), 1,...,

2i ig Б БX L L i n= − =                                        (4) 

где  *

iБ
L   проекция на горизонтальную плоскость участка базовой траекто-

рии, пройденного носителем от точки ( )
Б Б

s t  до точки старта очередного 

БПКЛА ( )i is t  
                             * 0 1 cos( ); 1,...,

iБ iL V t i nτ+= =                                            (5) 

Выбор координаты навигационной точки по оси gOX  с помощью 

формулы (4) не является единственно возможным вариантом. В общем 
случае аналогичный алгоритм справедлив для любого [0,90 ]τ ∈ o  (рис. 1). 
Проведенные расчеты показывают, что если 0τ =  и траектория построена 
по навигационной точке с координатой, полученной по формуле (4), БПК 
ЛА будет выполнять  наиболее пологий разворот, т.е. полет с наименьшим 
креном, что позволит минимизировать потери энергии при совершении 
этого маневра.  

II. Значение координаты НТ по оси gOZ  выбирается в результате ма-

тематического моделирования динамики пространственного движения 
БПК ЛА путем расчета значений координаты gZ   c некоторым шагом gZ∆  

до тех пор, пока не выполнятся условия  ** , ∆≤∆≤ εε . 

  
Рис. 2. К построению алгоритма согласованного полета группы БПК ЛА 

В результате реализации представленного алгоритма получим набор 
навигационных точек 

1 11( , )
i ii g gN X Z , каждой из которых соответствует своя 

траектория iL , на основе чего можно сформировать область, в которой бу-
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дет существовать решение задачи совместного полета. Протяженность 
этой области равна *

nБ
L , ширина зависит от угла τ и динамических возмож-

ностей конкретного БПК ЛА. Например, при τ=0 область будет представ-
лять собой некоторый отрезок, в каждой точке которого будет существо-
вать решение задачи совместного полета.  

Для решения задачи и демонстрации работы алгоритма проведено 
математическое моделирование на примере модели динамики пространст-
венного движения БПК ЛА, выполненного по нормальной аэродинамиче-
ской схеме с X-образным хвостовым оперением; на оперении установлены 
рулевые поверхности, на крыле – элероны. По результатам моделирования 
формируются таблицы значений координат навигационных точек 

1 11( , )
i ii g gN X Z  для заданных высотно-скоростных режимов (H,V). 

Проводя аппроксимацию по найденным координатам 
igZ ,  получим 

функциональные зависимости 0 0( , , , , )g iZ f t V H ε= ∆ , с помощью которых мож-

но получить координаты навигационных точек для любого БПК ЛА задан-
ной аэродинамической схемы, стартующего в любой момент времени 

1[ , ]nt t t∈  (рис.3). С помощью полученных функциональных зависимостей 
возможно вычислить координаты НТ для любого i-го БПК ЛА.  

 
Рис. 3. Зависимость расположения навигационных точек от времени старта 

Задача 3. Будем предполагать, что точка интереса скрыта за препятст-
вием. Координаты препятствия и ТИ известны. Необходимо построить ал-
горитм облета препятствия и одновременного сбора в ТИ всех БПК ЛА, 
стартующих из некоторой точки. 

Рассмотрим случай τ=0, препятствие представим как бесконечный по 
высоте прямоугольный параллелепипед. Такая форма позволит учесть 
большинство возможных препятствий, как искусственных, так и естест-
венных. Проекцией препятствия на горизонтальную плоскость  является 
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прямоугольник некоторой площади с вершинами в точках с координата-
ми

1 1 2 2 3 3 4 4
( , ), ( , ), ( , ), ( , )g g g g g g g gA X Z B X Z C X Z D X Z .  
В зависимости от взаимного расположения препятствия и ТИ возмож-

но выделить два варианта облета: а) ТИ находится на оси симметрии про-
екции назначенного параллелепипеда на горизонтальную плоскость; обле-
тать препятствие можно с любой стороны или с двух сторон одновремен-
но; б) ТИ смещена относительно оси симметрии проекции назначенного 
параллелепипеда; облетать препятствие необходимо со стороны, находя-
щейся ближе к ТИ. 

Построение траекторий полета, как и в задаче 1, осуществляется с по-
мощью назначения навигационных точек, с той лишь разницей, что для 
облета препятствия необходимо строить траектории с использованием как 
минимум двух навигационных точек 

1 1 2 21 2( , ); ( , ), 1,..., n .
i i i ii g g i g gN X Z N X Z i=  для 

каждой траектории каждого i-го БПК ЛА. При этом, в отличие от задачи 1, 
базовая траектория 

БL  является виртуальной.  
Выбор каждой НТ осуществляется следующим образом: 
I. Для каждой траектории зафиксируем значение координат навигаци-

онной точки по оси gOX . Они будут равны координатам gX вершин задан-

ного прямоугольника. 
II. Координаты gZ   для обеих навигационных точек каждой i-ой траек-

тории будут равны. Выбор значения координаты gZ , как и в задаче 1, осу-

ществляется путем перебора значения координаты gZ ,  c шагом gZ∆ . 

Проводя аппроксимацию по найденным координатам gZ , получим 

функциональные зависимости 0 0( , , , , )g iZ f t V H ε= ∆ , с помощью которых 

можно рассчитать  координаты навигационных точек для любого БПК ЛА 
заданной аэродинамической схемы, стартующего в любой момент времени 

1[ , ]nt t t∈ . 
Результаты реализации алгоритма показывают что, при удалении на-

вигационной точки по оси gOZ  от базовой траектории в направлении, нор-

мальном к ней, увеличивается  потребный радиус виража, а при достиже-
нии некоторой величины координаты 

1igZ  критерий точности достижимо-

сти ТИ перестает выполняться. Размеры области, в которой существует 
решение задачи совместного полета, зависят от высоты и скорости старта, 
погрешностей ∆ и ε , дальности до ТИ, маневренности БПК ЛА и его аэро-
динамического облика. Кроме того, на размеры этой области существенно 
влияют размеры препятствия и его расположение относительно ТИ и БПК 
ЛА в момент старта. 
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Построенные алгоритмы справедливы для БПК ЛА любых аэродина-
мических схем, что позволяет решать большой спектр задач динамики и 
наведения БПК ЛА, а также задачи выбора параметров БПК ЛА, удовле-
творяющих условиям, заданным в постановке рассмотренных задач. 
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ASSESSMENT OF THE STATE OF THE PUMP UNIT 
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Keywords: pump unit, state estimation. 

Введение. Рассматривается задача оценки состояния нефтяных насо-
сов на испытательном стенде. Во время испытаний существует проблема 
точной оценки параметров насосного агрегата. Для правильной эксплуата-
ции насоса необходимо знать, как изменяются напор, КПД и мощность, 
потребляемая насосом, при изменении его подачи, т. е. знать характери-
стику насоса, под которой понимается зависимость напора, мощности и 
КПД от производительности насоса при постоянной частоте вращения. На 
систему действуют большое количество вибраций и шумов. В связи с этим 
при построении диаграммы характеристик насоса для уточнения входных 
сигналов с датчиков предлагается использовать алгоритмы оценки состояния. 

Построение напорно-расходной характеристики. Существуют тео-
ретические и экспериментальные характеристики насосов. Теоретические 
характеристики рассчитывают по основным формулам с учетом поправок 
на предстоящие условия эксплуатации насоса. Более точные соотношения 
основных параметров насосов определяются в процессе стендовых испы-
таний готовых насосов или их экспериментальных моделей. Достоверность 
построения напорно-расходной характеристикисущественным образом за-
висит от точности определения основных параметров насоса. Прежде чем 
зафиксировать параметры напора и мощности насоса, необходимо устано-
вить определенный расход с помощью регулирования задвижки. После ус-
тановки расчетного расхода фиксируют установившиеся значения основ-
ных параметров. Значения КПД получают расчетным путем согласно фор-
муле: 

 
Н

Н P

QHg

1000

ρη =     (1) 

где ρ – плотность жидкости, Q–подача насоса,  Н – напор насоса, PH – 
мощность насоса. 

После записи всех данных значение напора и мощности фиксируют в 
следующей расчетной точке. На рис. 1 представлены график зависимости 
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напора Н и расхода Qот времени. На рисунке хорошо видны установив-
шиеся значения расчетных точек. 

 
Рис.1 Зависимость напора Н и расхода Q от времени 

 

 
Рис.2 Напорно-расходная характеристика насоса ЦНС 220-1422-М5 

Все полученные параметры в заданном масштабе наносятся на сетку 
координат. Соединяя плавной кривой линией все полученные при испыта-
ниях точки, получаются линии характеристик (рис.2).Напорно-расходная 
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характеристика является одним из основных показателейдинамических 
свойств насоса, поэтому задача точного построения кривой является весь-
ма актуальной.  

Во время стендовых испытаний, вследствие влияния помех и вибра-
ций, данные с датчиков оказываются зашумленными. Для корректировки 
данных с датчиков, предлагается использовать алгоритмы оценки состоя-
ния. Одним из методов, которым можно решить данную проблему, являет-
ся метод наименьших квадратов.  

Пусть требуется оценить состояние xстатической системы, используя 
измерение z, которое связано с состоянием xформулой: 

   ν+= Nxz      (2) 

где v – погрешность измерений, x– измеряемый параметр, который опреде-
ляется по методу наименьших квадратов. Уравнение ошибки будет иметь вид 

 E x x= −      (3) 

где x  – априорная оценка параметра x. Будем считать, что vесть некая слу-

чайная величина с известной дисперсией 
2

νδ . В этом случае можнопредпо-
лажить, что 

 [ ] 0=EM      (4) 
2 minM E  →   

Предположим, что до измерения известна некоторая априорная оцен-
ка x . 

Апостериорную оценку, полученную с учетом измерения, обозначим 
как x̂ . Для определения x̂используем функционал  

 [ ] ( ) ( )
x

vx

Nxzxx
xI min

2

1
2

2

2

2

→






 −+−=
δδ   (5) 

где x̂ - значение x, минимизирующее функционал, т.е. [ ] ( )ˆ min
x

I x I x=    . 

Исходяизусловия 0
dI

dx
= запишем 

2 2
0

x v

x x z Nx

δ δ
− −+ =            

2222

ˆˆ

υν δδδδ
zxxNx

xx

−=−  

22

22

22

1
ˆ

υ

υ

ν δδ
δδ

δδ x

x

x

zxN
x

−
=








−            ( ) zxNx xx

2222ˆ δδδδ υν −=−  

22

22

ˆ
x

x

N

zx
x

δδ
δδ

ν

υ

−
−

=  
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 ( )
22

2

ˆ
xv

x

N

xNz
xx

δδ
δ

−
−

−=
     (6) 

Таким образом получили связь априорной оценки с оценкой, полу-
ченной с учетом измерений(апостериорной оценкой). 

Выводы 
В данной работе представлен обзор возможного применения алгорит-

ма оценки состояния методом наименьших квадратов для уточнения дан-
ных с датчиков во время стендовых испытаний для построения более точ-
ной напорно-расходной характеристики насоса. 
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1. Введение и постановка задачи 
В работе рассматривается задача описания граничных точек множест-

ва достижимости управляемой системы с интегральными ограничениями 
на управление. Задачи управления в системах с интегральными ограниче-
ниями были предметом многих исследований (см., например, [1,2]). Игро-
вые постановки задач управления с интегральными ограничениями на 
управления игроков рассматривались в [3,4]. Свойства множеств достижи-
мости в нелинейных системах с интегральными ограничениями и алгорит-
мы их построения изучались в [5-8].  

В данной работе показано, что управление, удовлетворяющее инте-
гральным ограничениям и переводящее систему на границу множества 
достижимости, является локальным решением некоторой задачи опти-
мального управления. Этот факт позволяет для отыскания точек множеств 
достижимости применять соотношения принципа максимума Понтрягина 
и теорию дифференциальных уравнений и неравенств Гамильтона-Якоби 
[9,10]. 
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Будем далее  использовать следующие  обозначения. Для веществен-
ной матрицы Α  через 

ΤΑ  мы обозначаем транспонированную матри-
цу,0обозначает нулевой вектор подходящей размерности, либо нулевую 
матрицу, либо число ноль. Символом Ι  будем обозначать единичную мат-
рицу.  Для , kx y∈� ( , )x y x yΤ= –скалярноепроизведение векторов, 

1

2( , )x x x=� �  – евклидова норма в конечномерном пространстве, 

( ) : ( ) { : }n
r rx x x x x rΒ Β = ∈ − ≤� � �   шар  радиуса 0r >  с центром в точке 

x, ix –вектор с индексом i , а jx – j -я координата вектора x. Для вещест-

венной прямоугольной k m×  матрицы  Α  через k m×Α� �  обозначаем норму 

матрицы, подчиненную евклидовым нормам векторов.  Для nS⊂ �  симво-

лом S∂  обозначаем границу S, ( )
g

x
x

∂
∂

– матрица Якоби отображения ( )g x . 

Через 1L , 2L  и C  будем обозначать, соответственно, пространства сумми-
руемых, суммируемых с квадратом и непрерывных вектор-функций на 

0 1[ , ]t t . Нормы в этих пространствах будем обозначать символами 
1L⋅� � , 

2L⋅� � , C⋅� � . 

Известно [11, гл.4, т.3], что управление ( )u t , переводящее траекторию 
( )x t  управляемой  системы 

0
0 1 0( ) ( ( ), ( )), , ( ) , (1.1)x t f x t u t t t t x t x= ≤ ≤ =&  

( nx∈� , ( ) ru t ∈Ω ⊂ �  при п.в. 0 1[ , ]t t t∈ , Ω– произвольное ограничиваю-

щее множество, не обязательно компактное) в точку 1( )x t , лежащую на 

границе множества достижимости 1( )G t   в момент 1t , удовлетворяет прин-
ципу максимума Понтрягина. 

Форма принципа максимума в [11] отвечает задаче терминального 
управления. Для линейных систем условия являются необходимыми и дос-
таточными. Для нелинейных системусловие принципа максимума не явля-
ется достаточным для перевода траектории на границу множества дости-
жимости. Кроме того, неясно, является ли в общем случае управление, по-
лученное из условий принципа максимума, решением какой-либо задачи 
оптимального управления. 

Далее мы будем рассматривать управляемые системы с интегральны-
ми ограничениями на управление. Начнем со случая линейной управляе-
мой системы 

0
0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ), [ , ], ( ) , (1.2)x t A t x t B t u t t t t x t x= + ∈ =&  

где nx∈� ,  ( ) ru t ∈� , ( )A t , ( )B t – суммируемые на 0 1[ , ]t t  матричные 
функции. В качестве управлений рассматриваются функции из простран-
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ства 2L . Ограничения на управление пусть заданы интегральным неравен-
ством 

1

2

0

2 2 2
2( ) { ( ) : ( ( )) ( ) ( ) }, (1.3)

t

L

t

u U u L J u u u t dt µ⋅ ∈ = ⋅ ∈ ⋅ = ⋅ = ≤∫� � � �  

где 0µ > – заданная константа.  
Пусть 1( )G t – множество достижимости системы (1.2) в момент 1t  при 

ограничениях (1.3). Система (1.2) вполне управляема на 0 1[ , ]t t в том и 
только том случае, когда 1( )G t – невырожденный эллипсоид.  

Известно (см. [12, assertion 1]), что для вполне управляемой линейной 
системы (1.2) управление ( )u U⋅ ∈  переводит траекторию в точку 

1
1( )x G t∈∂  тогда и только тогда, когда ( )u ⋅ минимизирует функционал 

J при дополнительном ограничении 1
1( )x t x= и величина минимума функ-

ционала J  равна 2µ . 
В настоящей статье получен аналог приведенной характеристики гра-

ничных точек множеств достижимости (в части необходимых условий) для 
нелинейных систем с интегральными ограничениями на управление. Мы 
далее будем рассматривать  управляемые системы вида 

0
1 2 0 1 0( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ), , ( ) , (1.4)x t f t x t f t x t u t t t t x t x= + ≤ ≤ =&  

где
nx∈� – вектор состояния,  ru∈� – управляющий пара-

метр, 1
1 : n nf + →� � , 1

2 : n n rf + ×→� � – непрерывные отображения, с инте-
гральными ограничениями на управление, заданными неравенством (1.3). 

Будем предполагать, что функции 1f  и 2f  непрерывно дифференци-
руемы по x , а также удовлетворяют, соответственно, условиям подлиней-
ного роста и ограниченности: 

1 1( , ) ( )(1 ), (1.5)f t x l t x≤ +� � � �  
2 2( , ) ( ), (1.6)n rf t x l t× ≤� �  

Решением (траекторией) системы (1.4), отвечающим управлению 

2( )u L⋅ ∈ , будем называть абсолютно непрерывную функцию 

0 1: [ , ] nx t t → � ,для которой равенство (1.4) выполняется для почти 
всех 0 1[ , ]t t t∈ . 

Определение 1. Множеством достижимости 1( )G t  системы (1.4) 

будем называть совокупность всех концов траекторий 1( )x t  в n
� , отве-

чающих управлениям из U . 
Рассмотрим задачу оптимального управления для системы (1.4) 
Задача 1. 

                        
0 1

2 0 1( ) min, ( ) , ( ) , ( ) . (1.7)J u u L x t x x t x→ ⋅ ∈ = =  
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Управление 2( )u L⋅ ∈ , удовлетворяющее ограничению задачи 1, назо-
вем допустимым управлением. 

 Определение 2.Допустимое управление ( )u ⋅ доставляет локальный 
минимум функционалу ( )J u  в задаче 1, если существует 0ε >  такое, что 
для любого допустимого ( )v ⋅  такого, что 

2
( ) ( ) Lu v ε⋅ − ⋅ <� �  имеет место 

неравенство ( ) ( )J u J v≤ . 
 Определение 3.Пусть ( )u t – управление из 2L , ( )x t – отвечающая 

этому управлению траектория.Систему  
( ) ( ) ,x A t x B t vδ δ δ= +&  

где 1
2( ) ( , ( )) [ ( , ( )) ( )]

f
A t t x t f t x t u t

x x

∂ ∂= +
∂ ∂

, 2( ) ( , ( ))B t f t x t=  назовем линеари-

зацией системы (1.4) вдоль пары ( ( ), ( ))x t u t . 
Далее показано, что любое управление, переводящее траекторию сис-

темы из начального состояния на границу множества достижимости, дос-
тавляет локальный минимум в задаче 1, если линеаризованная вдоль пары 
( ( ), ( ))x t u t  система вполне управляема. Этот результат распространен на 
системы с совместными ограничениями на управление и траекторию, и за-
дачу характеризации граничных точек проекции множества достижимости 
на подпространство. 

2. Вспомогательные результаты 
Утверждение 1.Пусть функции 1( , )f t x , 2( , )f t x  непрерывны, непре-

рывно дифференцируемы по x и удовлетворяют условиям (1.5) и 
(1.6).Тогда для любого 2( )u L⋅ ∈  система (1.4) имеет, и притом единствен-

ное, решение ( )x x t= , определенное на всем отрезке 0 1[ , ]t t . 
Доказательство.Рассуждения аналогичны доказательству [13, гл.6, §1, 

т.1] при несколько иных предположениях. 
Приводимые далее утверждения доказаны в [14]. 
Утверждение 2. Пусть функции 1( , )f t x , 2( , )f t x  удовлетворяют усло-

виям утверждения 1.Тогда множество траекторий системы (1.4) ком-
пактно в пространстве 0 1[ , ]C C t t= . 

 Замечание 1. Аналогичный результат доказан также в [7] при не-
сколько иных предположениях. 

Утверждение 3. Пусть ( )pu U⋅ ∈  есть последовательность управле-

ний из 2L , а ( )px ⋅  последовательность траекторий, соответствующая 

последовательности ( )pu ⋅ .Если ( ) ( )pu u⋅ → ⋅ , p → ∞  в 2L , то ( ) ( )px x⋅ → ⋅  в 

C , где ( )x ⋅ – траектория, отвечающая ( )u ⋅ . 
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 Справедлива 
 Лемма 1. Если ( ) ( )mu u⋅ → ⋅  в 2L  и пара ( ( ), ( ))A t B t , отвечающая 

управлению ( )u ⋅ , вполне управляема, то, начиная с некоторого m, пара 

( ( ), ( ))m mA t B t  будет вполне управляемой. 

3. Экстремальные свойства граничных точек множества достижимости 

Определим отображение 2: nF L → �  следующим образом 

1( ) ( ),Fu x t⋅ =  

где ( )x t –траектория системы (1.4), отвечающая ( )u ⋅ . Справедлива 

 Лемма 2.[14]Пусть функции 1( , )f t x , 2( , )f t x  непрерывны, непрерыв-

но дифференцируемы по x и удовлетворяют условиям (1.5) и (1.6). Тогда 

функция F  непрерывно дифференцируема по Фреше для 2 0 1( ) [ , ]u L t t∀ ⋅ ∈ , ее 

производная Фреше 2' : nF L → �  определена равенством 

                                                  1'( ( )) ( ) ( ). (3.8)F u u x tδ δ⋅ ⋅ =  

Здесь ( )x tδ –решение линеаризованной вдоль ( ( ), ( ))u t x t  системы (1.4), 

отвечающее управлению ( )u tδ  и нулевому начальному условию. 

Непрерывность производной следует из леммы 1. 
 Теорема 1.[14]Пусть: 

1) 1
1( )x G t∈∂ , где 1( )G t∂ – граница множества достижимости; 

2) ( )u U⋅ ∈ – управление, переводящее систему из 0
0( )x t x=  в 1

1( )x t x= , 

( )x t – отвечающая этому управлению траектория; 

3) Линеаризованная вдоль ( ( ), ( ))x t u t  система (1.4) вполне управляема 

на 0 1[ , ]t t ; 

Тогда управление ( )u t  доставляет локальный минимум в задаче 1 и 

величина минимума 2( ( ))J u µ⋅ = . 

4. Множества достижимости при совместных интегральных ограниче-
ниях на управление и траекторию 

Далее мы рассматриваем систему (1.4) с интегральными ограниче-
ниями на управление и траекторию, заданными неравенством 

( )
1

0

2
2( ) { ( ) : ( ( )) ( , ( )) ( ) ( ) ( ) }, (4.9)

t

t

u U u L J u Q t x t u t R t u t dt µΤ⋅ ∈ = ⋅ ∈ ⋅ = + ≤∫
-

где ( , )Q t x  неотрицательная непрерывная функция, а ( )R t  положительно-

определенная матрица, непрерывно зависящая от t . 
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Определим линейное отображение : ( )n k
kP k n→ <� �  следующим 

образом : ,ky P x= где матрица ( )k k k k n kP I O× × − =   .Таким образом, y  состоит 

из первых k  координат вектора x. 

Матрицу kP , которая осуществляет переход от nx∈�  к ky∈� , назо-

вем матрицей проектирования на подпространство первых k  координат. 
Проекцией множества достижимости 1 1( )kG t  системы (1.4) на подпро-

странство первых k  координат в момент времени 1t  будем называть сово-

купность векторов 1( )y t  в k
�  вида 1 1( ) ( )ky t P x t= , где ( )x t – траектории 

системы (1.4), отвечающие управлению изU . Если 1( )G t  множество дос-

тижимости, то 1 1 1( ) ( )k kG t P G t= . 

Линейная система 

                   
0

0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ); [ , ], ( ) , (4.10)x t A t x t B t u t t t t x t x= + ∈ =&  

где nx∈� , ( ) ru t ∈� , ( )A t , ( )B t  – суммируемые на 0 1[ , ]t t  матричные функ-

ции, называется вполне управляемой на подпространстве первых k  коор-

динат (управляемой по выходу ky P x= ) на 0 1[ , ]t t , если для любого 1 ky ∈�  

существует управление  такое, что 1
1( )ky P x t= .  

Определим симметричную матрицу 0( , )V t t  равенствами 

0

0 0 0( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,
t

t

V t t PW t t P W t t X t B B X t dτ τ τ τ τΤ Τ Τ= = ∫  

здесь 1( , ) ( ) ( )X t tτ τ−= Φ Φ  – матрица Коши однородной системы, ( )tΦ  – 

фундаментальная матрица, удовлетворяющая уравнению ( ) ( ) ( )t A t tΦ = Φ& , 

0( )t IΦ = , 0( , )W t t – грамиан управляемости. 

Система (4.10) вполне управляема по выходу ky P x=  в том и только 

том случае, когда 0( , )V t t  положительно определена. 

Справедливы следующие утверждения 

 Лемма 3.Если ( ) ( )mu u⋅ → ⋅  в 2L  и пара ( )( ), ( )A t B t , отвечающая 

управлению ( )u ⋅ , вполне управляема по выходу ky P x= , то, начиная с не-

которого m, пара ( )( ), ( )m mA t B t  будет вполне управляемой. 

Лемма 4. Пусть функции 1( , )f t x , 2( , )f t x  удовлетворяют условиям 

утверждения 1,  а ограничения на управление и траекторию заданы нера-
венством (4.9). Тогда множество траекторий системы (1.4) компактно в 
пространстве 0 1[ , ]C C t t=  а проекция множества достижимости 1 1( )kG t  
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компактна в k
� .Функционал ( ( ))J u ⋅  определенный в соотношении (4.9) не-

прерывен в 2L . 

Доказательство утверждения с небольшими изменениями повторяет 
доказательство утверждения 2 в [14]. 

Теорема 2.Пусть: 
1) 1

1 1( )ky G t∈∂ – граничная точка проекции множества достижимо-

сти, где 1 1( )kG t∂ – граница проекции множества достижимости; 

2) ( )u U⋅ ∈ – управление, переводящее систему (1.4) из 0
0( )x t x=  в точ-

ку 1( )x t  такую, что 1
1( )kP x t y= , где ( )x t – соответствующая траектория; 

3) Линеаризованная вдоль ( ( ), ( ))x t u t  система (1.4) управляема по 

ky P x=  на 0 1[ , ]t t ; 

Тогда управление 2( )u L⋅ ∈  доставляет локальный минимум функционалу 

( ( ))J u ⋅  при ограничениях 0
0( )x t x= , 1

1( )kP x t y=  и величина 2( ( ))J u µ⋅ = . 

Доказательство.Определим отображение 2: kH L → �  следующим об-
разом 1( ) ( )kHu P x t⋅ = , где ( )x t – траектория системы (1.4), отвечающая ( )u ⋅ . 
Тогда ( ) ( )kHu P Fu⋅ = ⋅ , откуда и из леммы 2 следует, что  H  имеет непре-
рывную производную Фреше 1'( ( )) ( ) ( )kH u u P x tδ δ⋅ ⋅ = , где через xδ  обозна-
чено решение линеаризованной системы. Если линеаризованная система 
вполне управляема по выходу ky P x= , то Im '( ( )) kH u ⋅ = � . Далее доказа-
тельство будем вести от противного. Пусть найдется ( )u ⋅ , переводящее 
систему из 0

0( )x t x=  в 1
1( )kP x t y= , которое не является локально опти-

мальным. Значит ( )pp u∀ ∈ ∃ ⋅�  такое, что  

2

1
( ) ( ) , ( ( )) ( ( )),p p

Lu u J u J u
p

⋅ − ⋅ < ⋅ < ⋅� �  

либо 2( ( ))J u µ⋅ < . Тогда найдется последовательность ( ) ( ),pu u p⋅ → ⋅ → ∞  в 

2L  такая, что 1
1( )kP x t y=  и 2( ( ))pJ u µ⋅ < . Выберем p  настолько большим, 

чтобы пара ( )( ), ( )p pA t B t , отвечающая линеаризованной системе, была 

управляемой по выходу ky P x= . Обозначим 2 ( ( )) 0pJ uδ µ= − ⋅ > . В силу 

непрерывности ( ( ))J u ⋅  в точке ( )pu ⋅  найдется 0 0r >  такое, что из 

0( ) ( )pu v r⋅ − ⋅ ≤� �  следует | ( ( )) ( ( )) |
2

pJ v J u
δ⋅ − ⋅ < , следовательно 

2( ( ))
2

J v
δµ⋅ ≤ − . В силу условия Im '( ( ))p kH u ⋅ = �  по теореме Грейвса [15, 

с.105] m∃  такое, что для всех достаточно малых 00 r r< <  имеет место 
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включение 1( , ) ( ( ( ), ))pB y mr H B u r⊂ ⋅ . Так как ( ) ( ( ), )pv B u r∀ ⋅ ∈ ⋅  имеем 

2( ( ))
2

J v
δµ⋅ ≤ − , то ( ( ), )pB u r U⋅ ⊂ . Таким образом, 

1
1 1( , ) ( )kB y mr HU G t⊂ = , т.е. 1

1 1( )ky G t∉∂ . Теорема доказана. 
При выполнении условий теоремы 2любое управление, переводящее 

систему на границу проекции множества достижимости, удовлетворяет 
принципу максимума. В докладе приводятся результаты численного моде-
лирования применительно к задаче построения границы множества дости-
жимости для нелинейной системы 3-го порядка [16,17] при интегральных 
ограничениях на управление. 

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, про-
ект №16-11-10146. 
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Введение. В настоящее время  техногенное загрязнение околоземного 
космического пространства (ОКП) стало существенным негативным фак-
тором в его практическом освоении. С момента запуска первого советского 
спутника в 1957 г. по настоящее время системами контроля космического 
пространства США и России было зарегистрировано и каталогизировано 
около 40 000 космических объектов (КО) искусственного происхождения 
[1]. Это объекты размером более 10…30 см. Примерно 25 000 из них сни-
зились под действием атмосферы настолько, что достигли плотных слоёв 
верхней атмосферы, разрушились и сгорели. Остальные, около 14 000, 
продолжают оставаться в космосе. Вследствие огромного запаса кинетиче-
ской энергии столкновение любого из этих объектов с действующим кос-
мическим летательным аппаратом может повредить его или даже вывести 
из строя. Примером может послужить первый случай столкновения искус-
ственных спутников: «Космос-2251» и «Иридиум-33», произошедший 10 
февраля 2009 года. В результате оба спутника полностью разрушились, 
образовав свыше 600 обломков. 

В настоящее время космический мусор (КМ) разных типов распреде-
лен в ОКП крайне неравномерно. Наиболее засорены те области орбит во-
круг Земли, которые чаще всего используются для работы космических 
аппаратов. Это низкие околоземные орбиты (НОО), геостационарная орби-
та (ГСО) и солнечно-синхронные орбиты (ССО). В настоящее время в рай-
оне НОО вплоть до высот около 2000 км находится, по разным оценкам, 
порядка 220 тыс. техногенных объектов общей массой до 5000 тонн.  

Несмотря на то, что фрагменты разрушений количественно превосхо-
дят все типы КМ, на цельные (не разрушенные) космические аппараты 
(КА) и ракеты-носители (РН) приходится наибольшая доля суммарной 
площади поперечного сечения и массы КМ, т.е. это наиболее опасные КО. 
Потенциальные столкновения с ними имеют наибольшую вероятность,  
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а последствия столкновений не идут ни в какое сравнение со всеми осталь-
ными: образуется гигантское количество обломков и осколков самых раз-
личных размеров и масс, постепенно охватывающих широкий, непрерывно 
расширяющийся спектр орбит. Причем большое количество крупных об-
ломков способно к дальнейшим катастрофическим столкновениям. До-
нальд Кесслер из Джонсоновского космического Центра НАСА первым 
обратил внимание на то, что при достижении определенной критической 
плотности мусора в той или иной орбитальной области в результате все 
возрастающего числа столкновений может начаться процесс образования 
вторичных осколков, т.е. так называемый «каскадный эффект», или «син-
дром Кесслера». Таким образом, отработавшие КА и РН сильно увеличи-
вают долгосрочный потенциал столкновений. 

В 1990-х гг. уже существовали отдельные орбитальные области, в ко-
торых пространственная плотность КМ превышала критический уровень 
[2]. Еще в 1993 г. Э. Поттер [3] привел свидетельства уже начавшегося 
каскадного процесса в некоторых областях орбит, в частности, на высотах 
между 900 и 1000 км. 

Для уменьшения риска столкновений в ОКП необходимо разработать 
комплекс мер по снятию с орбит крупных КО, прежде всего, в низкоорби-
тальной области, и перевод на орбиты захоронения крупных КО на ГСО и 
ССО. Принудительное снятие КО с орбит обходится сравнительно недоро-
го для низко орбитальных КО или КО на эллиптических орбитах с низким 
перигеем. С ростом высоты их стоимость неприемлемо возрастает. В этом 
случае более оправдан перевод выработавших ресурс КА на орбиты захо-
ронения, где они уже не представляют угрозы для действующих КА . Та-
кие орбиты должны отстоять достаточно далеко от рабочих, чтобы естест-
венные возмущения не вернули их вскоре назад. 

Принудительный ввод КА и РН в атмосферу и перевод КА на орбиты 
захоронения может быть выполнен самими КО. Однако  многие КА и РН 
не имеют собственных систем ориентации и коррекции орбит. Могут так-
же понадобиться более мощные системы энергоснабжения, сложные ко-
мандные системы для длительного сохранения работоспособности и воз-
можности выполнения маневров торможения. Чтобы иметь возможность 
выполнять такого типа маневры, традиционные проекты КА и РН нужда-
ются в соответствующих модификациях. 

Поэтому для очистки ОКП от КМ необходима разработка специаль-
ной космической транспортной техники. Идея активного удаления КМ с 
орбит возникла почти лет 30 назад [2]. Однако из-за технической сложно-
сти и чрезвычайно высокой стоимости подобных проектов их не относили 
к разряду практически реализуемых. Самая оптимистическая оценка стои-
мости реализации подобного проекта [2] – более 15 млн. дол. на каждый 
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КО в нижней орбитальной области, не считая затрат на разработку манев-
ровых систем. 

События 2007, 2009 гг. (разрушения КА «Фенгюн-1С», «Иридиум-
33», «Космос-2251») и последние модельные исследования, подтвердив-
шие явную нестабильность популяции КМ в низкоорбитальной области 
(ниже 2000 км), дали новый импульс для дискуссий на эту тему. В 2010 г. 
президент США Обама заявил, что национальная космическая политика 
США предусматривает проведение исследований и развитие технологий 
удаления КО из ОКП. Были даны соответствующие директивы NASA и 
Министерству обороны США. 

Международная академия астронавтики (IAA) после фундаменталь-
ных исследований, инициированных ею в конце 2006 г., пришла к выводу 
о необходимости сосредоточиться на активном удалении из космоса боль-
ших и малых нефункциональных КО – отработавших КА, ступеней РН, 
сопутствующих космическим миссиям фрагментов, которые служат по-
тенциальным источником дальнейшего развития каскадного эффекта. 

В настоящее время рассматриваются различные варианты активного 
удаления КМ из ОКП. Например, это может быть КА оснащенный вмести-
тельным контейнером и системой утилизации, которая позволит либо сжи-
гать мусор, либо оттаскивать его на безопасные орбиты. Такой проект рас-
сматривается РКК “Энергия”. Европейским союзом финансируется проект 
LEOSWEEP [4] для создания технологии активного удаления крупного КМ 
с НОО с помощью ионного луча. Для реализации этой концепции исполь-
зуется космический аппарат, на борту которого современными ионными 
двигателями генерируется бесконтактный ионный поток.  КА двигается по 
орбите объекта космического мусора на небольшом расстоянии от него 
(10–20 метров) и воздействует на него с помощью энергии ионного луча. 
Предполагается, что применение ионных лучей обеспечит безопасный 
увод космических обломков с орбиты, так как механическое воздействие 
на объект  опасно возможностью разрушения объекта и образованием но-
вых обломков. 

Операции по сбору КМ требуют очень больших финансовых затрат, 
поэтому важное значение имеет планирование этих операций. Актуальна 
задача разработки методов и алгоритмов планирования траекторий КА-
мусоросборщиков, обеспечивающих удаление множества объектов КМ с 
минимальными затратами топлива.  Такая задача рассматривается в данной 
работе.  

Постановка задачи. Будем предполагать, что КА-мусоросборщик 
выведен на низкую промежуточную орбиту. Имеется N КО, предназначен-
ных для уборки из ОКП. В любой момент времени может быть подана ко-
манда на выполнение КА маневра для обеспечения встречи с КО и выпол-
нения операции его утилизации. По завершении операции утилизации, ап-
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парат снова продолжает работу. Для пополнения запасов топлива к аппа-
рату время от времени направляется специальный космический танкер-
заправщик. 

В общем случае существует множество траекторий перелета, обеспе-
чивающих встречу КА и КО, среди которых есть минимизирующие время 
встречи, минимизирующие расход топлива и другие. Выбор конкретной 
траектории зависит от ряда факторов, которые должны быть учтены перед 
стартом КА. В связи с этим важно знать информацию обо всех возможных 
траекториях встречи с КО, которые осуществимы КА. Это множество реа-
лизуемых траекторий зависит как от параметров КА, так и КО. 

Множество реализуемых перелетов (МРП) ограничено рядом факто-
ров. В первую очередь – это запас топлива на борту КА, что определяет 
максимально возможный стартовый импульс, и требуемые условия встре-
чи с КО, определяющие интервал допустимых относительных скоростей в 
момент сближения КА и КО. Кроме того, множество осуществимых, или 
реализуемых, перелетов зависит от типа КА, его оснащения и от первона-
чального движения конкретного КА до начала маневра. Эти ограничения 
называются условиями реализуемости перелета. 

Операция дозаправки КА достаточно дорогостояща, поэтому необхо-
димо обеспечить утилизацию как можно большего количества КО без до-
полнительных дозаправок.  

Ставится задача: для КА-мусоросборщика и N объектов КОi 
( ), движущихся по заданным орбитам, необходимо выбрать траек-
торию, обеспечивающую встречу КА с одним из объектов КОi, удовлетво-
ряющую условия реализуемости и обеспечивающую наилучшие возмож-
ности по продолжению операций утилизации КМ с точки зрения затрат 
топлива.  

Как известно [5], в общем случае расчет траектории движения КА 
сводится к интегрированию системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений, описывающей движение космического аппарата (КА) при при-
нятой модели действующих сил. Точный расчет выполняется с применени-
ем ЭВМ и требует достаточно громоздких вычислений.  

При оптимизации траекторий сборки мусора расчет траекторий дви-
жения приходится выполнять многократно. Для выполнения массовых 
расчетов исходную модель движения КА необходимо упростить. Упро-
щенные зависимости позволяют быстро проанализировать большое коли-
чество вариантов траекторий. На основании этого анализа выбирается не-
большое количество вариантов, которые в дальнейшем исследуются с 
применением более точных методов. 

Рассмотрим упрощенную модель движения КА и КО, используемую 
для построения множеств реализуемых перелетов. В ньютоновском грави-
тационном поле притягивающего центра F движутся КА и КО по круго-
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вым или эллиптическим орбитам, соответственно ОP и ОQ. Притяжение 
между КА и КО отсутствует. Предполагается, что энерговооруженность 
КА достаточно большая, и активные участки его траектории аппроксими-
руются импульсным изменением скорости. Принятые допущения соответ-
ствуют классической модельной задаче небесной механики – ограничен-
ной задаче двух тел. 

Пусть  и  – времена движения, соответственно, КА по орбите OP и 

КО по орбите ОQ. Поставим в соответствие каждому моменту времени  
точку P орбиты ОP, в которой в этот момент времени находится КА, а каж-
дому моменту времени  точку Q орбиты ОQ, в которой в этот момент 

времени находится КО. В некоторый момент времени  КА стартует со 

своей орбиты и встречается с КО в момент времени . Все возможные пе-
релеты КА между точками пространства P и Q назовем PQ-перелетами, а 
участки траекторий между точками пространства P и Q – PQ-
траекториями. Известно [5], что каждой паре точек P и Q соответствует 
множество PQ-траекторий. Для того, чтобы PQ-перелет обеспечивал 
встречу КА с КО, необходимо, чтобы в момент попадания КА в точку Q 
там же оказался и КО, т.е. время τ полета КА по PQ-траектории должно 
удовлетворять равенству . 

Таким образом, каждая пара  однозначно определяет положе-
ния КА в начале и конце PQ-траектории, обеспечивающей встречу, и тре-
буемое время полета по ней τ. Согласно теореме Ламберта [5], этой паре 
соответствуют две траектории встречи: в прямом и обратном направлении. 
Однако обратные перелеты невыгодны с точки зрения затрат энергии, и в 
дальнейшем исключим их из рассмотрения. Тогда каждой паре  со-
ответствует единственная траектория встречи КА и КО, которая находится 
в результате решения известной краевой задачи небесной механики – зада-
чи Ламберта. 

Введем в рассмотрение координатную плоскость , координатами 
точек в которой являются параметры  и . Каждая точка плоскости  
изображает некоторую траекторию встречи, однако эта траектория может 
либо удовлетворять, либо не удовлетворять тем или иным условиям реали-
зуемости. Обозначим Ξ множество точек плоскости , одновременно 
удовлетворяющих всем условиям реализуемости. В дальнейшем множест-
во Ξ будем называть множеством реализуемых перелетов (МРП). 

Введем следующие обозначения:  – вектор скорости КА в точке P 
до начала маневра;  – вектор скорости КО в предполагаемой точке 

встречи Q; – вектор скорости КА в точке P после подачи импульса ма-
невра; – вектор скорости КА в точке Q; 
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Введем условия, которым должны удовлетворять траектории встречи. 
1) Ограничена величина импульса скорости старта КА : 

  ,                                                      (1) 

где  – заданная константа. Геометрически неравенство (1) означает, 
что конец вектора скорости в начале маневра  должен находиться внутри 
шара радиуса  с центром на конце вектора .  

2) Выполнено ограничение на величину вектора относительной скоро-
сти КА и КО в точке встречи : 

 ,                                                      (2) 

где  – заданная константа. Это ограничение означает, что вектор  
должен находиться внутри шара радиусом , центр которого нахо-
дится на конце вектора . 

В дальнейшем траектории встречи, удовлетворяющие перечисленным 
условиям, будем называть реализуемыми, а сами эти условия – условиями 
реализуемости соответственно 1 и 2. Обозначим Ξ1 и Ξ2 – множества реа-
лизуемости, определяемые условиями реализуемости 1 и 2, соответствен-
но. Тогда МРП Ξ определяется соотношением .  

Для построения МРП необходимо для каждой пары   про-

верить соответствие траектории встречи, определяемой этой парой, усло-
виям реализуемости 1 и 2. 

Как известно [5], импульс скорости характеризует количество топли-
ва, затраченное КА на совершение маневра. Поэтому условие (1) определя-
ет множество перелетов с орбиты ОP в точки орбиты ОQ с затратами топ-
лива ограниченными величиной характеристической скорости . 
Аналогично, условие (2) определяет множество маневров в конце траекто-
рии перелета с затратами топлива ограниченными величиной характери-
стической скорости , обеспечивающих переход на орбиту ОQ.  

Рассмотрим два значения характеристической скорости 
 и . Пусть  – МРП, определяе-

мое ограничением  ,  – МРП, определяемое ограничением  

. Тогда МРП  определяет множество пере-

летов между орбитами ОP и ОQ, с затратами топлива ограниченными вели-
чиной характеристической скорости . 

Таким образом, задача планирования траекторий, обеспечивающих 
перелет к объектам КОi ( ), сводится к выбору КОi  для которого 

 имеет минимальное значение .  
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Алгоритм построения МРП. Для построения множества реализуе-
мых перелетов используется метод обхода вдоль границы [6]. Введем 
функционал, позволяющий определить принадлежность точки МРП, опре-
деляемой условиями реализуемости i, i=1,2 

,                                    (3) 

где ,  – угловые положения КА и КО, соответствующие точкам P и Q 

орбит OP и OQ;   – максимально и минимально возможные значе-
ния времен перелета из точки P орбиты КА в точку Q орбиты КО, опреде-
ляемые условием реализуемости i. Эти величины зависят от ,  и 

вычисляются по формулам Ламберта; τ – время перелета КА по траектории 
встречи с КО. 

Функционал  обладает следующими свойствами: 

, если точка принадлежит МРП; 

, если точка лежит на границе МРП; 

, если точка не принадлежит МРП. 

Алгоритм вычисления функционала  представлен ниже. 

Алгоритм 1. Вычисление функционала   

1. Вычислить по формуле Кеплера значения времен  и , соответст-

вующие угловым положениям КА  и КО . 

2. Найти время τ перелета КА по траектории встречи с КО: τ = tQ – tP. 
3. По параметрам орбит OP и OQ найти rP – расстояние от фокуса ор-

биты OP до точки P и rQ – расстояние от фокуса орбиты OQ до точки Q. 
4. Найти величину угла перелета Φ =  – . 

5. По теореме Ламберта вычислить ,  – максимальное и ми-
нимальное значения времен перелета, соответствующие границам ограни-
чений (1), (2) и углу перелета Φ [6]. 

6. Вычислить  по формуле (3). 

При использовании метода обхода вдоль границы должна быть из-
вестна хотя бы одна точка, лежащая на границе искомой области. Для по-
иска первой точки границы области используем функционал . 

Этот функционал положителен во всех точках плоскости времен, кроме 
точек границы МРП, где он равен нулю. Зададим начальные значения па-
раметров , , а также константу ε, определяющую желаемую точ-

ность определения точек границы МРП в плоскости времен. Координаты 
( , ) точки, лежащей на границе МРП, получаем путем минимизации 

функционала . Далее изменяем значение параметра  на вели-
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чину : . Для получения новой точки границы МРП 

вычисляется значение  и производится перемещение вдоль 

прямой ϕQ=ϕQ1 с шагом ∆ϕP с вычислением на каждом шаге значения 
функционала  до тех пор, пока знак функционала не изменится 

на противоположный (рис.1).  

 
ϕP 

ϕQ 

ϕP0 ϕP1 ϕP2 

ϕQ2 

ϕQ1 

ϕQ0 

МРП 

 
Рис. 1. Метод обхода вдоль границы 

Смена знака функционала означает переход через границу МРП. Для 
получения с заданной точностью значения координаты ϕP1 точки, лежащей 
на границе МРП, используется процедура интерполяции по формуле 

 ,  (4) 

где  – значение функционала внутри искомой области, 

 – значение функционала вне искомой области.  Интерполя-

ционный процесс выполняется до тех пор, пока не будет достигнута задан-
ная точность ε. 

Далее вся процедура повторяется для нового значения параметра . 
Ниже представлен алгоритм построения границ МРП. 

Алгоритм 2. Построение границы МРП для перелетов между произ-
вольными орбитами. 

1. Задать параметры орбит OP и OQ; параметры условий реализуемо-
сти; начальные значения параметров , ; константу ε, задающую 
желаемую точность определения границ МРП в плоскости времен. 

2. Для условий реализуемости i=1,2 выполняются шаги алгоритма 
3. Найти первую точку ( , ) границы МРП по начальным значе-

ниям параметров ,  путем минимизации функционала . 
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4. Задать  – приращение угла  и  – приращение угла . 

5. Получить следующее значение параметра . 

8. Принять в качестве текущего значения для угла  величину : 
. 

9. Вычислить значение функционала  (Алгоритм 1). 

10. Получить следующее значение параметра ϕP: 
 если . то ; 

 если . то . 

11. Вычислить значение функционала . 

12. Повторять шаги 10–11 алгоритма до тех пор, пока функционал 
 не сменит свой знак на противоположный. 

13. Уточнить значение параметра , соответствующего границе МРП 
с помощью процесса последовательных интеполяций по формуле (4) до 
достижения заданной точности ε. 

14. Повторять шаги 5–13 до тех пор, пока значение угла  не 

достигнет заданного максимального значения . 

15. Повторить шаги 5–13 начиная с  при отрицательном значении 

приращения угла ∆ϕQ до тех пор, пока значение угла  не достигнет 

заданного минимального значения . 

Правая граница МРП строится по тому же алгоритму, только на 3-м 
шаге ищется точка, принадлежащая правой границе МРП. 

Представленные в работе алгоритмы реализованы в системе Matlab. 
Приведены примеры расчетов планирования траекторий сборки мусора в 
околоземном пространстве.  
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Введение. В работе рассматриваются необходимые условия иденти-
фикации стохастических систем на основе принципа Лагранжа. Это позво-
ляет по виду формулы для первой вариации функционала Лагранжа по-
строить градиентную процедуру численного решения задачи идентифика-
ции стохастических систем со сходимостью алгоритмов к необходимым 
условиям идентификации. 

Постановка задачи. Рассматривается задача идентификации вектора 
параметров 1( ,..., )ma a a=  и вектор функции управления 1( ) ( ( ),..., ( ))ru u u⋅ = ⋅ ⋅  

нелинейной стохастической системы 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , , ,
n n

i ij ij ij ij j
j j

dX C t X dt dw t t X u a t X d tϕ σ η
= =

= + +∑ ∑ ,  

( ) ( ),,,1, 000 niYtX ii K==  0[ , ]kt t t∈ ,    (1) 

,0=idX  ( ) ( )0 0 0 0, 1,...,i iX t B i n n l= = + +   

по наблюдениям 

 ( )∑
=

+=
n

v
kvkvk twYcZ

1

& .     (2) 

Эффективность идентификации оценивается минимумом функционала 

 ( )
0

2

0
1 1

,
k

v

t n n

k k k v
k vt

I u a M Z c Y dtα
= =

  = −  
   

∑ ∑∫ ,   (3) 
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а цели управления, тактико-технические и эксплуатационные требования, 
предъявляемые к системе, определяются ограничениями на конечное со-
стояние системы типа равенств: 

 { }1[ ( )] 0, 1,...,s s k sI M f Y c s J q= − = ∈ = ;   (4) 

Здесь [ ]M ⋅ – оператор математического ожидания; t – время,  

0, kt t – начальная и конечная точки рассматриваемого интервала времени 

0[ , ]kt t . ( , )X Y B=  расширенный вектор состояний стохастической системы. 

( ) ( ) ( ) ( )( )tYtYtYtY ni ,...,,...,1=  вектор функция состояния системы (1). 

( )i k ikY t Y= −  компоненты вектора состояния системы в конечный момент 

времени. B – случайный 0l  - мерный вектор, компоненты которого отно-

сятся к непрерывным случайным величинам характеризующим, в частно-
сти, отклонения параметров системы a  от их номинальных значений. 

( ) ( ) , ( )ij ij j jdw t W t dt d N t dtη= =  – стохастические дифференциалы Стратоно-

вича винеровских процессов ( ), ( )ij jw t tη . ( ),ijC t X , ( ), , ,ij t X u aϕ , ( ),ij t Xσ  – 

заданные неслучайные функции, удовлетворяющие известным требовани-

ям [1] существования решения (1). ( )tZk  – наблюдаемая компонента векто-

ра координат измерителя ( ) ( ) ( ) ( )( )tZtZtZtZ mk 0
,...,,...,1=  ( )nm≤ . Матрица 

nmkvc ×0
 определяет выбор наблюдаемых координат системы (1).  

( ),sI u a , 1{0}s J∈ ∪  непрерывные и непрерывно дифференцируемые 

по совокупности переменных ограниченные функционалы. kα  – весовые 

коэффициенты. 
Уравнения (1), как показано в [1] (стр. 480), имеют единственное 

решение и описывают на [ ]ktt ,0  диффузионный марковский процесс. В со-

ответствии с теорий марковских процессов [192] и принципом Лагранжа 
исходная задача идентификации (1) – (4) относительно расширенного век-

тора состояний системы ( )1, nX X X +=  сводится к эквивалентной терми-

нальной задаче (5),(6) с распределенными параметрами относительно апо-

стериорной плотности вероятности ( ),p t x z .  

 0
1

( , ) ( ) ( ) min
q

s s
v

s

F v I v I vγ γ
=

= + →∑ .   (5) 
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Функционал Лагранжа характеризует эффективность идентификации 
управления системы (1) по наблюдениям (2) с апостериорной плотностью 
распределения траекторий 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
, , , , , , , ,

p t x z
L t x u a p t x z F x z F x z p t x z d x p t x z

t Ω

∂  
= + − ∂  

∫   

  ( ) ( )
0

0, ,
t t

p t x z p t x
=

= , [ ]0, kt t t∈ .   (6) 

Здесь 1( , )nx x x += −реализация расширенного вектора состояний 

( )1, nX X X += . Компонента вектора 1nX +  определяется решением диффе-

ренциального уравнения 

 
2

1
1 1

( )
n n

n k k kv v
k v

dX Z c X dt g X dtα+
= =

 = − = 
 

∑ ∑ , [ ]0, kt t t∈   (7) 

( )1 0 0nX t+ = . 

( ) ( )( ), , , ,L t x u a p t x z  – линейный оператор, определенный выражением: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

, , , , , , , , ( ) ,
n

L t x u a p t x z L t x u a p t x z g x p t x z
x +

∂  = −  ∂
  (8) 

Здесь ( ) ( ), , , ,L t x u a p t x z эллиптический оператор, определяемый по фор-

муле 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, , , , , , , ,
n

i
i i

L t x u a p t x z A t x u a p t x z
x=

∂  = − + ∂∑
 

 ( ) ( )
2

, 1

1
, , , ,

2

n

ip
i p i p

B t x u a p t x z
x x=

∂   ∂ ∂∑    (9) 

с коэффициентами сноса 

( ) ( )
1 , , 1

1
( , ) (10)

2

n n
ij ijw w w

i ij ij pq ijpq pq ijq pq jpq pq jq
j j p q p p

A t z C G G G G
z z

η η ηϕ σ
ϕ ϕ σ ϕ σ

= =

 ∂ ∂
= + + + + ∂ ∂  
∑ ∑

и диффузии 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

+++=
n

qj
jqpq

w

jpqpqij

w

ijqpq

w

ijpqpqijip GGGGztB
1,

, ηηη σϕσσϕϕ .  (11) 
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В плотности распределения ( )zxtp |,  вектор z  означает, что исполь-

зуется вся наблюдаемая реализация выходного сигнала измерителя на ин-

тервале [ ]ktt ,0 . ,w
ij jG Gη  – интенсивности винеровских процессов ( ), ( );ij jw t tη  

, , ,w w w
ijpq ijq jpq jqG G G Gη η η  – взаимные интенсивности винеровских процессов. 

Необходимые условия идентификации задачи (5), (6) на основе прин-
ципа Лагранжа формулируются теоремой 1. 

Теорема 1. Пусть ( )0 0 0,v u a=  решение задачи идентификации (5), (6), 

а ( )sI v , 0,...,s q= , непрерывно дифференцируемые в окрестности точки 

( )0 0 0,v u a= . Тогда найдутся такие множители Лагранжа 1,..., qγ γ , не все 

равные нулю такие, что точка ( )0 0 0,v u a=  удовлетворяет необходимому 

условию локального минимума 

 ( ) ( ) ( )1
1

, , 0
q

n k s s k
s

x p t x z d x f x p t x z d xδ γ δ+
=Ω Ω

− + =∑∫ ∫ .  (12) 

Используя теорему Дубовицкого-Милютина можно показать, что не-
обходимые условия идентификации (5), (6) теоремы 1 эквивалентны необ-
ходимым условиям идентификации задачи (1) – (4), которые формулиру-
ются на основе общей теории экстремальных задач [2]. 

Численное решение задачи идентификации. Построим, аналогично 
[3], одношаговый метод последовательных приближений к решению невы-
рожденной задачи идентификации (1) – (4) посредством варьирования 

управления ( )u t  и параметров a в направлении подходящих, допустимых 

вариаций uδ , aδ  по ограничениям (4). Эти направления обеспечивают в 
процессе идентификации убывание первой вариации (дифференциала 
Фреше) функционала (1)  

=′ ),)(,(0 auauI δδ ( )
0 0

0 0

1 , (13)
k kt t

n k

t t

R R
x p t x z dx M udt M dt a

u a
δ δ δ+

Ω

    ∂ ∂= +      ∂ ∂    
∫ ∫ ∫   

в норме mf EttL ×],[ 02  на невырожденном конусе касательных (подходя-

щих) вариаций идентификации  

( , )( , )sI u a u aδ δ′ = ( ) ( ),s kf x p t x z d xδ
Ω

=∫  
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 = 
0 0

0
k kt ts s

t t

R R
M udt M dt a

u a
δ δ

    ∂ ∂+ =     ∂ ∂    
∫ ∫ , 1s J∈ .  (14) 

Так как mf EttL ×],[ 02  подмножество гильбертова пространства H , то 

по теореме Рисса – Фреше сопряженное к нему пространство *H  отожде-

ствляется с H . Тогда дифференциалы Фреше ( , )( , )sI u a u aδ δ′ , 10s J∈ ∪  на 

множестве mf EttL ×],[ 02  будем рассматривать как скалярные произведе-

ния ( )sI u uδ′  ( )sI a aδ′  элементов ( ( )sI u′ , ( )sI a′ )∈ mf EttL ×],[ 02  из сопряжен-

ного пространства *H , совпадающего с H , на элементы 

uδ( ), aδ ∈ mf EttL ×],[ 02 , где градиенты Фреше ( )sI u′ , ( )sI a′  согласно теоре-

ме Шварца представляют собой линейные функционалы, определяемые по 

формулам 

 ( )
s

s

R
I u M

u

 ∂′ =  ∂ 
,  

0

( )
kt s

s

t

R
I a M dt

a

 ∂′ =  ∂ 
∫ , 10s J∈ ∪ .  (15) 

где  
sR

u

∂
∂

( ) ( )2

1 , 1

, , ,, , , 1

2

s sn n
ipi

i i pi i p

B t x u aA t x u a

x u x x u

λ λ
= =

∂ ∂ ∂ ∂= − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑ ,  

sR

a

∂
∂

( ) ( )2

1 , 1

, , ,, , , 1

2

s sn n
ipi

i i pi i p

B t x u aA t x u a

x a x x a

λ λ
= =

∂ ∂ ∂ ∂= − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑ , 10s J∈ ∪ . 

( ) 1, , 0s t x z s Jλ ∈ ∪  определяются из решения задач Коши 

( ) [ ] ( )
0

* 0 0, , , ( , ) ,L t x u a M F x z g x
t

λ λ λ∂ = − + −
∂

 ( ) [ ]0
1 0, , ,k n kt x z x t t tλ += ∈ ; 

( ) [ ]* , , , ( , ) ,
s

s sL t x u a M F x z
t

λ λ λ∂ = − +
∂

( ) ( ), |s
k st x z f xλ = − , 1s J∈ . 

( ) ( ) ( )
2

*

1 , 1

1
, , , , , , , , ,

2

s sn n
s

i ip
i i pi i p

L t x u a A t x u a B t x u a
x x x

λ λλ
= =

∂ ∂= +
∂ ∂ ∂∑ ∑ , 10s J∈ ∪ . 

( ),F х z , характеризует свойства измерителя и определяется по формуле 

( )
, , 1 1

1 1
,

2

n n

pq q k kv vN
k p q vpk

F x z c x z c x
G= =

 = − 
 

∑ ∑ , 
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где ,N N
p kG G  – интенсивности белых шумов ( )pN t  ( )kN t  измерителя; N

pkG  – 

взаимные интенсивности шумов измерителя. 

Определим множество Q : 0 0{( , ) : ( , ) }Q u a I u a l C= + ≤ , 0 0 0 0( , )C I u a l= + , 

где ),( 00 au ∈ mf EttL ×],[ 02  точка, определяющая ограниченность множест-

ва Q . Направления убывания au δδ ,  зададим направлениями градиентов 

функционала Лагранжа (5) 

 
0

sq

s
s

R
u M

u
δ γ

=

 ∂=  ∂ 
∑ , dt

a

R
Ma

st

t

q

s
s

k










∂
∂= ∫∑

= 00
γδ , 0 1,γ =    (16) 

с неизвестными множителями γs. Для определения неизвестных множите-

лей sγ  из всех направлений идентификации (16) будем выбирать допусти-

мые, которые с учетом нарушения ограничений (4), определим из соотно-

шений 

 ( )( )auauI k δδ ,,′ =
0 0

k kt tk k

k

t t

R R
M udt M dt a I

u a
δ δ

    ∂ ∂+ =     ∂ ∂    
∫ ∫ , 1k J∈ .  (17) 

Подставим (16) в (17). Тогда получим систему линейных алгебраиче-

ских уравнений относительно неизвестных множителей sγ  

 0
1

q

s ks k k
s

B I Bγ
=

= −∑ , 1k J∈ ,      (18) 

где  =ksB 


















∂
∂




















∂
∂+









∂
∂










∂
∂

∫∫∫ dt
a

R
Mdt

a

R
Mdt

u

R
M

u

R
M

st

t

kt

t

skt

t

kkk

000

,  

).,..,1;,...,1( qsqk ==   

0  kB = 


















∂
∂
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
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∂
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∂
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
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∂
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R
Mdt
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R
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R
M

u

R
M

kkk t

t

kt

t

kt

t

00

000

, ),...,1( qk = , 

Так как для невырожденной задачи идентификации (1) – (4) матрица 

qqksB ×  невырожденная, то система линейных уравнений (18) однозначно 

определяет множители sγ . 

 Таким образом, решение задачи идентификации (1) – (4) сводится к 

одношаговой итерационной последовательности приближений  
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 nnnnnnnn ahaauhuu δδ −=−= ++ 11 , ,  (19) 

Здесь −= ...,2,1,0n номер итерации, −nh величина шага на −n ой итерации, 

направления идентификации nuδ , naδ  на каждом шаге вычисляются по 

формулам (16). 
Последовательность приближений (19) сходится к точке, удовлетво-

ряющей необходимым условиям идентификации (12). Это устанавливается 

теоремой 2. 
Теорема 2. Пусть Q – ограниченное замкнутое множество про-

странства переменных mk EttLau ×∈= ],[),( 02ν . ( ),sI v 1{0}s J∈ ∪  диффе-

ренцируемые по Фреше функционалы, градиенты )(' vI s  равномерно по 

),( au=ν  линейно ограничены на Q 

][0
'

2
),( ⋅≤⋅ Ls uKuI δ , 

mEs aKaI δ0
' ),( ≤⋅ , 

 и удовлетворяют условию Липшица  

][1
''

2
),(),( ⋅≤⋅−−⋅ Lss uhKuhuIuI δτδτ , 

mEss ahKahaIaI δτδτ 1
'' ),(),( ≤⋅−−⋅ ; 

матрица 
qqksB × невырожденная, 0 ≤ ε1 ≤ nh  ≤ nh , 

( ) 2
1 2 0

2
min 1, ,

2
n

n n
h

K l v K v

δ
ε δ

  =  + +  
. 

 Тогда для последовательности (19) с «любым» исходным приближением 

( , )n n nv u a=  справедливы утверждения; 

1) функционал 0( )nI v  убывает по ( , )n n nv u a= , последовательность 

(1.103) сходится, т.е. 
1lim 0n n

n
u u+

→∞
− = , 1lim 0n n

n
a a+

→∞
− = ; 

2) в любой предельной точке 0 0 0( , )v u a=  последовательности (19) с 

требуемой степенью точности выполняются необходимые условия иден-

тификации теоремы 1. 

3) максимальное отклонение ограничений ( )nl v  (4) стремится к нулю 

lim ( ) 0n

n
l v

→∞
=  и предельная точка 0 0 0( , )v u a=  идентификации удовлетворя-

ет ограничениям (4). 
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Заключение. Для решения задачи идентификации с ограничениями 
типа равенств  на основе принципа Лагранжа предлагается численный ме-
тод, который представляет собой обобщение метода проекции градиента. 
Доказана сходимость этого метода к необходимым условиям идентифика-
ции.  
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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ИДЕНТИФИКАЦИИ  
ПАРАМЕТРОВ И УПРАВЛЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ  

С ОГРАНИЧЕНИЯМИ ТИПА РАВЕНСТВ 

К.Г. Денисов (КНИТУ-КАИ, Россия, 420111, Казань, 
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NECESSARY CONDITIONS FOR IDENTIFICATION  
OF PARAMETERS AND CONTROL OF STOCHASTIC SYSTEMS 

WITH LIMITATIONS TYPE OF EQUALITY 

K.G. Denisov (KNPTU-KAI, 420111, Kazan, K.Marx str., 10) 

Keywords: Markov process, identification, stochastic system, equality type 
constraints. 

Введение. В настоящей работе в классе диффузионных марковских 
процессов формулируется задача идентификации нелинейных стохастиче-
ских динамических систем со случайными параметрами, мультипликатив-
ными и аддитивными шумами и ограничениями типа равенств на парамет-
ры системы, функции управления и вектор состояния систем в конечный 
момент времени. Исследуются условия идентифицируемости таких систем 
и в терминах общей теории экстремальных задач Дубовицкого-Милютина 
формулируются необходимые условия идентификации. 

Рассматриваемая задача допускает важные приложения, относящие-
ся, например, к идентификации основных проектных параметров летатель-
ных аппаратов, обеспечивающих наиболее вероятную доставку полезных 
грузов в заданную область. 

В качестве примера десь можно назвать задачу об идентификации па-
раметров программы движения самолета по глиссаде, которые при автома-
тическом заходе на посадку с учетом ветровых возмущений и радиотехни-
ческих помех должны оставаться неизменными при случайном разбросе 
дальности самолета от взлетно-посадочной полосы и обеспечивать макси-
мум вероятности посадки. 

Постановка задачи. Рассмотрим задачу идентификации вектора па-

раметров ( )1,..., ma a a=  и вектор функции управления ( ) ( ) ( )( )1 ,..., ru u u⋅ = ⋅ ⋅  

нелинейной стохастической системы  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , , , , ,
n n

i ij ij ij ij j
j j

dY C t B dt dw t t Y u a B t Y B d tϕ σ η
= =

= + +∑ ∑ , (1) 

( ) ( )0 0, 1, , ,i iY t Y i n= = K 0[ , ]kt t t∈   
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по наблюдениям 

 ( )∑
=

+=
n

v
kvkvk twYcZ

1

& .      (2) 

Эффективность идентификации оценивается минимумом функционала 

 ( )
0

2

0
1 1

,
k

v

t n n

k k k v
k vt

I u a M Z c Y dtα
= =

  = −  
   

∑ ∑∫ ,   (3) 

а цели управления, тактико-технические и эксплуатационные требования, 
предъявляемые к системе, определяются ограничениями на конечное 
состояние системы типа равенств: 

 { }1[ ( )] 0, 1,...,s s k sI M f Y c s J q= − = ∈ = ;   (4) 

Здесь [ ]M ⋅ – оператор математического ожидания; t – время,  

0, kt t – начальная и конечная точки рассматриваемого интервала времени 

0[ , ]kt t . ( )tYi -компонента вектор функции ( ) ( ) ( ) ( )( )tYtYtYtY ni ,...,,...,1=   со-

стояния стохастической системы (1). ( )i k ikY t Y= −  компоненты вектора со-

стояния системы в конечный момент времени. 
В качестве управления ( )⋅u  рассматривается r-мерное программное 

управление ( )u t  или управление по обратной связи ( , )u t y . Управление 
( ) ( )u u t⋅ =  – определяется из множества S: 

( ) ( ){ }2 0 0[ , ] : [ , ]k kS u t L t t u t U для почти всех t t t= ∈ ∈ ∈ , 

где [ ]kttL ,02  – пространство измеримых функций с квадратичной метрикой, , 
U–выпуклое множество в rE . Если рассматривается управление с обрат-

ной связью ( )( ) ,u u t y⋅ = , где ( ),u t y  борелевская функция своих аргумен-

тов, то ( ),u t y  рассматривается [1] либо как случайный элемент в 2L , либо 

как неупреждающий относительно винеровских процессов ( )ijw t , ( )tjη  

процесс со значениями в U. a  – детерминированный m – мерный вектор 
управляющих параметров, определяющий конструктивные и энергетиче-
ские параметры системы. B – случайный 0l  - мерный вектор, компоненты 
которого относятся к непрерывным случайным величинам характеризую-
щим, в частности, отклонения параметров системы a  от их номинальных 
значений. ( ) ( ) , ( )ij ij j jdw t W t dt d N t dtη= =  – стохастические дифференциалы 

Стратоновича винеровских процессов ( ), ( )ij jw t tη . Процесс ( )ijw t  описыва-

ет, действующие на систему, мультипликативные шумы. Процесс ( )j tη  

описывает аддитивные шумы. ( )ijW t  белые гауссовские шумы, которые 
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описывают случайные внутренние возмущения, присущие системе. )(tN j  – 

белые гауссовские шумы, описывающие воздействия на систему внешней 
среды. ( )BtCij , , ( ), , , ,ij t Y u a Bϕ , ( )BYtij ,,σ  – заданные неслучайные функ-

ции, удовлетворяющие известным требованиям [1] существования реше-
ния (1).  

( )tZk  – наблюдаемая компонента вектора координат измерителя 
( ) ( ) ( ) ( )( )tZtZtZtZ mk 0

,...,,...,1=  ( )nm≤ . Матрица 
nmkvc ×0
 определяет выбор  

наблюдаемых координат системы (1). ( )twk&  производная винеровского 
процесса, ( )twk  – компонента ( )kR t  аддитивного белого шума измерителя. 

( ),sI u a , 1s J∈  непрерывные и непрерывно дифференцируемые по со-

вокупности переменных функционалы. ( )auI ,0  – дифференцируемый по 
совокупности переменных ограниченный функционал, kα  – весовые ко-
эффициенты. 

При принятых условиях относительно правых частей (1) и (4), соглас-
но [2], решение (1) существует и единственно, однако это решение не обя-
зательно может быть марковским процессом. Поэтому, для того, чтобы (1) 
описывали марковский процесс, вводится расширенный вектор состояний 
X = (Y,B). Относительно вектора состояний X = (Y,B) уравнения (1) сводят-
ся к эквивалентной системе диффузионных стохастических дифференци-
альных уравнений 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , , ,
n n

i ij ij ij ij j
j j

dX C t X dt dw t t X u a t X d tϕ σ η
= =

= + +∑ ∑ , 

 ( ) ( ),,,1, 000 niYtX ii K==  0[ , ]kt t t∈ ,    (5) 

,0=idX  ( ) ( )0 0 0 0, 1,...,i iX t B i n n l= = + + . 

Уравнения (5), как показано в [3] (стр. 480), имеют единственное ре-
шение и описывают на [ ]ktt ,0  диффузионный марковский процесс. Апо-

стериорная плотность вероятности состояний ( ), |p t x z  этого процесса, со-

гласно [4], удовлетворяет параболическому уравнению  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
, , , , , , , , ,

p t x z
L t x u a p t x z F x z F x z p t x z dx p t x z

t Ω

∂  
= + − ∂  

∫   

  ( ) ( ) [ ]
0

0 0, , , , kt t
p t x z p t x t t t

=
= ∈ .     (6) 

Здесь ( ) ( ), , , ,L t x u a p t x z эллиптический оператор, определяемый по 

формуле 
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( ) ( ) ( ) ( )
1

, , , , , , , ,
n

i
i i

L t x u a p t x z A t x u a p t x z
x=

∂  = − + ∂∑  

 + ( ) ( )
2

, 1

1
, , , ,

2

n

ip
i p i p

B t x u a p t x z
x x=

∂   ∂ ∂∑     (7) 

с коэффициентами сноса 

( ) ( )
1 , , 1

1
( , )

2

n n
ij ijw w w

i ij ij pq ijpq pq ijq pq jpq pq jq
j j p q p p

A t z C G G G G
z z

η η ηϕ σ
ϕ ϕ σ ϕ σ

= =

 ∂ ∂
= + + + + ∂ ∂  
∑ ∑  

и диффузии 

( ) ( ) ( )[ ]∑
=

+++=
n

qj
jqpq

w

jpqpqij

w

ijqpq

w

ijpqpqijip GGGGztB
1,

, ηηη σϕσσϕϕ . 

В плотности распределения ( )zxtp |,  вектор z  означает, что исполь-
зуется вся наблюдаемая реализация выходного сигнала измерителя на ин-
тервале [ ]ktt ,0 .  

,w
ij jG Gη  – интенсивности винеровских процессов );(),( ttw jij η  

ηηη
jq

w
jpq

w
ijq

w
ijpq GGGG ,,,  – взаимные интенсивности винеровских процессов. 

Если действующие на объект шумы не коррелированны, то коэффици-
енты сноса и диффузии определяются выражениями 

∑∑
==










∂
∂

+
∂
∂

+=
n

j
jij

i

ijw

ijij

i

ij
n

j
ijiji G

z
G

z
CztA

1,1 2
1

),( ησ
σ

ϕ
ϕ

ϕ , 

( ) [ ]∑
=

+=
n

j
jij

w

ijijii GGztB
1

22, ησϕ . 

Скалярная функция ( ),F х z , характеризует свойства измерителя и оп-
ределяется по формуле 

( ) ∑ ∑
= =








 −=
n

qpk

n

v
vkvkqpqR

pk

xczxc
G

zxF
1,, 12

11
, . 

R

k

R

p G,G  – интенсивности белых шумов ( )pR t  ( )kR t  измерителя; R

pkG  – 

взаимные интенсивности шумов измерителя. 
В соответствии с теорий марковских процессов [5] исходная задача 

идентификации (1) – (3) относительно расширенного вектора состояний 
системы ( )1, nX X X +=  сводится к эквивалентной терминальной задаче с 
распределенными параметрами относительно апостериорной плотности 
вероятности ( ),p t x z   

 ( ) ( )0 1, , minn kI u a x p t x z dx+
Ω

= →∫ ;     (8) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
, , , , , , , ,

p t x z
L t x u a p t x z F x z F x z p t x z d x p t x z

t Ω

∂  
= + − ∂  

∫ , 

 ( ) ( )
0

0, ,
t t

p t x z p t x
=

= , [ ]0, kt t t∈ ;     (9) 

 ( ) ( ) 1, 0.s s sI f x p t x z dx c s J
Ω

= − = ∈∫     (10) 

Здесь 1( , )nx x x += −реализация расширенного вектора состояний 

( )1, nX X X += . Компонента вектора 1nX +  определяется решением диффе-

ренциального уравнения 

 
2

1
1 1

( )
n n

n k k kv v
k v

dX Z c X dt g X dtα+
= =

 = − = 
 

∑ ∑ , [ ]0, kt t t∈    (11) 

( )1 0 0nX t+ = . 

( ) ( )( ), , , ,L t x u a p t x z  – линейный оператор, определенный выражением: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

, , , , , , , , ( ) , (1.12)
n

L t x u a p t x z L t x u a p t x z g x p t x z
x +

∂  = −  ∂
 

Следует отметить, что задача идентификации (8) – (10) невырожден-
ная – идентифицируемая, если наблюдаемая система (1), (2), описывающая 
марковский процесс с апостериорной плотностью распределения (9), 
управляемая [5]. Управляемость наблюдаемой системы (1) позволяет про-
водить идентификацию по критерию (8) путем варьирования параметров 

( )1,..., ma a a=  и функций управления ( ) ( ) ( )( )1 ,..., ru u u⋅ = ⋅ ⋅ .  

Необходимые условия идентификации. Определим вектор 

( ) ( ) ( ) ( )xf,...,xf,...,xfxf qs1=  и соответствующее ему множество qRD ⊆ : 

( ) ( ) ( ), , , , 1.12k kD f x p t x z dx p t x z u a удовлетворяютδ δ δ δ
Ω

 
= − 
 
∫

( ) [ ] ( ) ( )
1

, , , ( ) , ,
n

p
L t x u a p g x p F x z F x z pdx p

t x

δ δ δ δ
+ Ω

 ∂ ∂= − + − − ∂ ∂  
∫  

   ( ) ( )( ) ( )( )∫
Ω

++− ,,,,,,,, apauxtLupauxtLxpdzxFp au δδδ  (12) 

( ) [ ]0 0 0, 0, , ,kp t x z p t t tδ δ= = ∈  
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где 

( ) ( ) ( )2

1 , 1

, , ,, , , 1
, , ,

2

n n
ipi

u
i i pi i p

B t x u aA t x u a
L t x u a p p p

x u x x u= =

∂ ∂ ∂ ∂= − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑ , 

( ) ( ) ( )2

1 , 1

, , ,, , , 1
, , ,

2

n n
ipi

a
i i pi i p

B t x u aA t x u a
L t x u a p p p

x a x x a= =

∂ ∂ ∂ ∂= − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑  

условия идентифицируемости устанавливаются теоремой 1. 
Теорема 1. Задача (8) – (10) идентифицируема, если множество D 

совпадает с множеством qR : qRD =  и для любого вектора 

( )1,..., 0qγ γ γ= ≠  тождественно не равного нулю решение задачи Коши  

 ( ) [ ]* , , , ( , )L t x u a M F x z
t

λ λ λ∂ = − +
∂

   (14) 

( ) ( )
1

,
q

k s s
s

t x f xλ γ
=

= −∑ , 

относительно ограниченной с компактным носителем функции 

( ) 21,Czx,t ∈λ , тождественно удовлетворяет условию ( ) 0,,,* ≠λauxtLu , 

( ) 0,,,* ≠λauxtLa  почти всюду на цилиндре [ ]kt,t0×Ω  и всех [ ]xtLu ,02∈δ  

mEa∈δ ; система функций ( ) 1, Jsxfs ∈  линейно независима. 

Здесь  

( ) ( ) ( )
2

*

1 , 1

1
, , , , , , , , ,

2

n n

i ip
i i pi i p

L t x u a A t x u a B t x u a
x x x

λ λλ
= =

∂ ∂= +
∂ ∂ ∂∑ ∑  

линейный оператор, сопряженный к оператору ( ), , ,L t x u a p. 

Выражения линейных операторов ( )* , , ,uL t x u a λ , ( )* , , ,aL t x u a λ  имеют 

вид: 

( ) ( ) ( )2
*

1 , 1

, , ,, , , 1
, , ,

2

n n
ipi

u
i i pi i p

B t x u aA t x u a
L t x u a

x u x x u

λ λλ
= =

∂ ∂ ∂ ∂= − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑ , 

( ) ( ) ( )2
*

1 , 1

, , ,, , , 1
, , ,

2

n n
ipi

a
i i pi i p

B t x u aA t x u a
L t x u a

x a x x a

λ λλ
= =

∂ ∂ ∂ ∂= − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑  

Необходимые условия идентификации устанавливаются теоремой 2. 
Теорема 1.2. Для того, чтобы решение задачи идентификации (8) – (10) 

достигалось в точке ( )0 0,u a , необходимо существование не равных одно-

временно нулю числа 00 ≥γ , вектора 1( ,..., ) 0qγ γ γ= ≠ , и ограниченных 

функций ( ),s t z yλ , 1{0}s J∈ U , определенных решениями задач Коши 
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 ( ) [ ] ( )
0

* 0 0, , , ( , ) ,L t x u a M F x z g x
t

λ λ λ∂ = − + −
∂

   (15) 

( ) [ ]0
1 0, , ,k n kt x z x t t tλ += ∈ ; 

      ( ) [ ] [ ]*
0, , , ( , ) , , ,

s
s s

kL t x u a M F x z t t t
t

λ λ λ∂ = − + ∈
∂

  (16) 

( ) ( ), |s
k st x z f xλ = − , 1s J∈  

таких, что: 
а) вектор-функция управления ( )0u t , которая определена в процессе 

идентификации системы по измерениям ( )kz t  (2), для почти всех 

0, ft t t ∈    в равномерно близкой окрестности ( )0u t  удовлетворяет условию 

 
0

0 0

1
( ) 0

sq

s
s

R R
M u u

u u
γ

=

 ∂ ∂+ − ≥∑ ∂ ∂ 
;     (17) 

б) идентифицируемый вектор параметров 0a  удовлетворяет условию 

 
0

0
0

1
0

ft sq

s
s

t

R R
M dt

a a
γ

=

 ∂ ∂+ =∑ ∂ ∂ 
∫ ,      (18) 

где ( )0 * 0 0 0, , ,R L t x u a λ= , ( )* 0 0, , ,s sR L t x u a λ= . 

Следствие. Идентифицируемое управление ( )0u t , определенное в про-
цессе идентификации, удовлетворяет условию. 

 
0

1
0

sq

s
s

R R
M

u u
γ

=

 ∂ ∂+ =∑ ∂ ∂ 
       (19) 

или  

 
0

1

sq

s
s

R R
M M

u u
γ

=

   ∂ ∂= −∑   ∂ ∂   
      (20) 

Из (20) следует, что если управление 0u  идентифицировано в откры-
том ядре множества U , то правая часть (20) полагается равной нулю.  

Поскольку условие (20) определяет r-мерный вектор, опорный к мно-
жеству U  в точке 0u , то из определения опорного функционала следует, 
что в равномерно близкой окрестности точки 0u  выполняется условие 
идентификации 

 0

1
( , ) ( , )

q
s

s
s

M R u R uγ
=

 ⋅ + ⋅ ≥∑  
0 0 0

1
( , ) ( , )

q
s

s
s

M R u R uγ
=

 ⋅ + ⋅∑  
.  (21) 
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Заключение. Рассмотрены условия идентифицируемости и необхо-
димые условия идентификации параметров и управления нелинейных сто-
хастических систем с учетом различных требований, на параметры, управ-
ление и вектор состояний системы, которые описываются ограничениями 
типа равенств. Полученные условия идентификации, аналогично [6], по-
зволяют строить численные методы идентификации параметров и управ-
ления стохастических систем со сходимостью алгоритмов к необходимым 
условиям идентификации. 
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OPTIMAL CONTROL OF A LINEAR DYNAMICAL OBJECT  
VIA CLOSED STATE FEEDBACKS 
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Введение. Рассматривается задача оптимального управления линей-
ным динамическим объектом с неизвестными ограниченными возмуще-
ниями, который требуется за конечное время перевести с гарантией на 
терминальное множество, обеспечивая при этом минимальное гарантиро-
ванное значение заданного критерия качества. Задачи оптимального 
управления в условиях неопределенности рассматриваются в литературе 
достаточно давно [1–3], однако сохраняют актуальность в связи с их прак-
тической значимостью.  

Эффективное управление объектами в условиях неопределенности 
требует построения обратной связи. При наличии возмущений для опреде-
ления оптимальной обратной связи используются различные подходы к 
формированию соответствующих задач оптимального управления (см. [4]), 
в зависимости от доступной в процессе управления информации о поведе-
нии системы. Например, в работах [5, 6] оптимальная обратная связь, по-
строенная на основе оптимальных гарантирующих программ (не учиты-
вающих информации о будущих состояниях), названа размыкаемой обрат-
ной связью. Там же, замыкаемая обратная связь определяется в предполо-
жении о возможности измерения состояний объекта и коррекции управ-
ляющих воздействий в один или несколько будущих моментов времени. В 
последнем случае результатом решения оптимизационной задачи будет 
стратегия управления. Другие подходы к определению оптимальных стра-
тегий управления используются в теории робастного управления с прогно-
зирующей моделью [7–9]. 

Настоящая работа примыкает к исследованиям [5, 6], в которых рас-
сматривались линейные задачи оптимального управления с терминальным 
критерием качества, и работам [4,10,11], посвященным терминальным ли-
нейно-квадратичным задачам с возмущениями. В отличие от перечислен-
ных работ для рассматриваемой задачи значительно упрощен алгоритм по-
строения оптимальных стратегий управления. 
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Постановка задачи. Рассмотрим объект управления, поведение кото-
рого на промежутке времени 0[ , ]fT t t=  описывается линейным дифферен-

циальным уравнением 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t b t u t f t w t= + +& , 0 0( )x t x= , (1) 

где ( ) nx t ∈R  – состояние, ( )u t ∈R  – управляющее воздействие, ( )w t ∈R  – 
неизвестное возмущение в момент времени t ; значения управляющих воз-
действий и возмущений ограничены: | ( ) | 1u t ≤ , *| ( ) |w t w≤ , t T∈ ; ( ) n nA t ×∈R , 

( ), ( ) nb t f t ∈R , t T∈ , – кусочно-непрерывные матричная и векторные 
функции. 

Для управления объектом (1) будем использовать дискретные управ-
ляющие воздействия [6] с периодом квантования h: ( ) ( )u t u s≡ , [ , [t s s h∈ + , 

0 0{ , , , }fs t t h t h∈∆ = + −K , 0( ) /fh t t N= − , N ∈N , 1N > . 

Целью управления является перевод системы (1) с гарантией, т.е. не-
зависимо от реализовавшегося возмущения, на заданное ограниченное 
терминальное множество { }:n

fX x Hx g= ∈ ≤R  ( m nH ×∈R , mg∈R ) и мини-

мизация полного импульса управляющего воздействия 
0

| ( ) |
ft

t
u t dt∫ . 

Простейшим подходом к достижению поставленной цели будет по-
строение оптимальной гарантирующей программы [4, 6] 0( )u t , t T∈ , – 
доступного управляющего воздействия с минимальным полным импуль-
сом, гарантирующего выполнение включения ( )f fx t X∈  при всех возмож-

ных возмущениях. Известно, однако, что оптимальная гарантирующая про-
грамма (если она существует) значительно недооценивает потенциальные 
возможности системы управления, поскольку не учитывает возможность 
поступления информации о ее поведении в будущем. Такую возможность 
учтем, определив ниже стратегию управления с одним моментом замыкания. 

Пусть 1t ∈ ∆ . Момент времени 1t  разбивает промежуток управления T 
на 0 0 1[ , [T t t=  и 1 1[ , ]fT t t= ; а также ∆  на k kT∆ = ∩ ∆ , k=0,1; 1 1| |N = ∆ . Следуя 

[6], 1t  назовем моментом замыкания системы (1). 

Для k=0,1 определим: { }( ) ( ( ), ) :| ( ) | 1,k k k k k kU u u t t T u t t T= ⋅ = ∈ ≤ ∈  – мно-

жество всех доступных дискретных управляющих воздействий, опреде-
ленных на k-ом промежутке, { }*( ) ( ( ), ) :| ( ) | ,k k k k k kW w w t t T w t w t T= ⋅ = ∈ ≤ ∈  – 

множество всех возможных возмущений; ( | , ( ), ( ))k k kx t x u w⋅ ⋅ , kt T∈ , – траек-
тория (1) с начальным состоянием ( )k kx t x= , управлением ( )k ku U⋅ ∈  и воз-

мущением ( )k kw W⋅ ∈ ; { }( | , ( )) ( | , ( ), ( )), ( )k k k k k k kX t x u x x t x u w w W⋅ = = ⋅ ⋅ ⋅ ∈  – 
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множество всех возможных состояний системы (1) в момент времени 

kt T∈ , порожденных управлением ( )k ku U⋅ ∈  и всеми возмущениями 
( )k kw W⋅ ∈ . 
Следуя [10], будем считать, что до начала процесса управления из-

вестно, что в момент 1t  можно будет: 1) измерить текущее состояние объ-
екта управления 1 1 0 0 0( ) ( | , ( ), ( ))x t x t x u w= ⋅ ⋅ ; 2) скорректировать управляю-
щее воздействие на интервале 1T  с учетом полученного измерения состояния. 

С учетом дополнительных условий 1) – 2), решение рассматриваемой 
задачи будем искать в виде стратегии управления [10] вида 

{ }1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0( , ) ( | ); ( | ), ( | , ( | ))t x u x u x x X t x u xπ π= = ⋅ ⋅ ∈ ⋅ , 

где ( | ) ( ( | ), )k k k k ku x u t x t T⋅ = ∈  – управляющее воздействие на kT , k=0,1. 

Стратегию 1π  назовем допустимой, если  

1 1 1( | , ( | ))f fX t x u x X⋅ ⊆ , 1 1 0 0 0( | , ( | ))x X t x u x∀ ∈ ⋅ . 

Качество допустимой стратегии управления 1π  оценим значением 

{ }
0 10 0

1 0 0 1 1 0 0 0 0
( )

( ) max ( | ) ( | ( | , ( | ), ( )))
T Tw W

V u t x dt u t x t x u x w dtπ
⋅ ∈

= + ⋅ ⋅∫ ∫ . 

Оптимальной называется такая стратегия 

  { }0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0( , ) ( | ); ( | ), ( | , ( | ))t x u x u x x X t x u xπ π= = ⋅ ⋅ ∈ ⋅ , (2) 

на которой выполняется 
1

0
1 1( ) min ( )V V

π
π π= . 

Управляющее воздействие 0
0 0( | )u x⋅  в составе оптимальной стратегии 

0
1π  будем называть оптимальной начальной программой.  

Оптимальная стратегия управления. Для формирования задач, оп-
ределяющих оптимальную стратегию управления 0

1π , последовательно 

рассмотрим промежутки 1T  (после момента замыкания 1t ) и 0T  (до момента 
замыкания). 

Промежуток 1 1[ , ]fT t t= . Пусть 1 1x X∈ ={ 1 1 1 1 1: ( | ) , ( | ,n
fx u x U X t x∈ ∃ ⋅ ∈R  

}1 1( | )) fu x X⋅ ⊆ , т.е. для точки 1x  существует гарантирующая программа – 

доступное управляющее воздействие, определенное на 1T , переводящее 

систему (1) на терминальное множество fX  при всех возможных возму-

щениях. Далее предполагаем, что параметры задачи таковы, что 1X = ∅ . 

Задача управления системой (1) на промежутке 1T  состоит в отыска-

нии оптимальной гарантирующей программы 0
1 1( | )u x⋅  – гарантирующей 

программы с минимальным полным импульсом. Таким образом, опти-



 
 

228 

мальная гарантирующая программа 0
1 1( | )u x⋅  является решением следую-

щей задачи 

  
11 1

1 1 1 1
( )

( ) min | ( | ) |
Tu U

J x u t x dt
⋅ ∈

= ∫ , (3) 

при условии 1 1 1( | , ( | ))f fX t x u x X⋅ ⊆ . 

Промежуток 0 0 1[ , [T t t= . Целью управления здесь будет гарантирован-
ное попадание системы на множество 1X :  

  1 0 0 0 1( | , ( | ))X t x u x X⋅ ⊆ , (4) 

что обеспечит существование оптимальной гарантирующей программы 
0
1 1( | )u x⋅ , 1 1 0 0 0( | , ( | ))x X t x u x∀ ∈ ⋅ . Будем считать, что при заданном 0x  суще-

ствует 0 0 0( | )u x U⋅ ∈ , обеспечивающее включение (4), тогда стратегия 

управления { }0
1 0 0 1 1 1 1 0 0 0( | ); ( | ), ( | , ( | ))u x u x x X t x u xπ = ⋅ ⋅ ∈ ⋅ , является допус-

тимой. 
Оптимальная начальная программа 0

0 0( | )u x⋅  на промежутке 0T  явля-
ется решением следующей минимаксной задачи 

  { }
00 0 0 0

0
1 0 1 1 0 0 0( ) ( )

( ) min max | ( ) | ( ( | , ( ), ( )))
Tu U w W

V u t dt J x t x u wπ
⋅ ∈ ⋅ ∈

= + ⋅ ⋅∫ , (5) 

при условии (4). 
Альтернативной (см. [7, 8]) будет следующая формулировка задачи (5) 

  { }
00 0

0
1 0( ) ,

( ) min | ( ) |
Tu U

V u t dt
α

π α
⋅ ∈

= +∫ , (6) 

при условиях 

1 0 0 0 1( | , ( ), ( ))x t x u w X⋅ ⋅ ∈ , 1 1 0 0 0( ( | , ( ), ( )))J x t x u w α⋅ ⋅ ≤ , 0 0( )w W∀ ⋅ ∈ . 

Обозначим { }1 1 1 1 1( ) : ( )X x X J xα α= ∈ ≤ . Тогда (6) примет вид 

  { }
00

0
1 0,

( ) min | ( ) |
Tu

V u t dt
α

π α= +∫ , (7) 

при условиях 

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t b t u t f t w t= + +& , 0 0( )x t x= , 0| ( ) | 1u t ≤ , 0t T∈ , 

1 1( ) ( )x t X α∈ , 0 0( )w W∀ ⋅ ∈ . 
Таким образом, стратегия управления (2), состоящая из решения 

0
0 0( | )u x⋅  задачи (7) и решений 0

1 1( | )u x⋅  задач (3) для состояний 
0

1 1 0 0 0( | , ( | ))x X t x u x∈ ⋅ , будет оптимальной стратегией управления с мо-

ментом замыкания 1t . 
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Оптимальная замыкаемая обратная связь. Выше сформулирована 
задача построения оптимальной стратегии управления 0 0

1 1 0 0( , )t xπ π=  для 
начальной позиции 0 0( , )t x . Эта стратегия строится до начала процесса 
управления и гарантирует, что в реальном процессе значение критерия ка-
чества будет не хуже 0

1( )V π . Качество процесса управления можно улуч-

шить, если вместо 0
1 0 0( , )t xπ  использовать обратную связь, определенную 

на основе оптимальных стратегий с моментами замыкания – замыкаемую 
обратную связь [5, 6, 10].  

Определим оптимальную однократно замыкаемую обратную связь. 
Поскольку правила построения управлений, составляющих стратегию 0

1π  
различны для промежутков управления 0T  и 1T , правила построения опти-
мальной обратной связи для них также будут разными. 

Промежуток 0 0 1[ , [T t t= . Погрузим задачу (7) в семейство задач, зави-

сящее от позиции ( , )zτ , 0τ ∈∆ , nz∈R : 

  { }
00

0
1 0( ),

( ( , )) min | ( ) |
Tu

V z u t dt
τα

π τ α= +∫ , (8) 

при условиях 

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t b t u t f t w t= + +& , ( )x zτ = , 0| ( ) | 1u t ≤ , 0( )t T τ∈ , 

1 1( ) ( )x t X α∈ , 0 0( ) ( )w W τ∀ ⋅ ∈ , 
где 0( )W τ  – сужение множества 0W  на промежуток 0 1( ) [ , ]T tτ τ= . 

Обозначим 0 0
0 0 0( | , ) ( ( | , ), ( ))u z u t z t Tτ τ τ⋅ = ∈  – оптимальная начальная 

программа в задаче (8) и определим следующую оптимальную стратегию в 
( , )zτ : 

{ }0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 0 0( , ) ( | , ); ( | ), ( | , ( | , ))z u z u x x X t x u zπ τ τ τ= ⋅ ⋅ ∈ ⋅ . 

Промежуток 1 1[ , ]fT t t= . Рассмотрим семейство задач 

  
11

1( )
min | ( ) |

Tu
u t dt

τ∫ , (9) 

при условиях 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t b t u t f t w t= + +& , ( )x zτ = , 1| ( ) | 1u t ≤ , 1( ) [ , ]ft T tτ τ∈ = , 

 ( )f fx t X∈ , 1 1( ) ( )w W τ∀ ⋅ ∈ , 

зависящее от позиции ( , )zτ , 1τ ∈ ∆ , nz∈R . Пусть 
0 0
1 1 1( | , ) ( ( | , ), ( ))u z u t z t Tτ τ τ⋅ = ∈  – оптимальная гарантирующая программа 

задачи (9). 
Оптимальную однократно замыкаемую обратную связь определим 

следующим образом: 
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0

0 0 0
0
1 1

( | , ), ;
( , )

( | , ), .

u z
u z

u z

τ τ ττ
τ τ τ

 ∈∆
=  ∈∆

 (10) 

Следуя [6], замыкаемую обратную связь (10) реализуем по ходу кон-
кретного процесса управления в режиме реального времени. Будем счи-
тать, что в процессе управления объектом реализуется возмущение * ( )w t , 
t T∈ , в дискретные моменты времени τ ∈∆  измеряются реализовавшиеся 
состояния * ( )x τ . 

Управление объектом (1) по принципу замыкаемой обратной связи 
осуществляется согласно следующему алгоритму: 

1) Инициализация: 0tτ = , *
0( )x xτ = . 

2) При 0τ ∈∆  решить задачу (8) для текущей позиции *( , ( ))xτ τ , найти 
0 *
0 ( | , ( ))u xτ τ⋅ , положить 0 * 0 *

0( , ( )) ( | , ( ))u x u xτ τ τ τ τ= . 

3) При 1τ ∈ ∆  решить задачу (9) для текущей позиции *( , ( ))xτ τ , найти 
0 *
1 ( | , ( ))u xτ τ⋅ , положить 0 * 0 *

1( , ( )) ( | , ( ))u x u xτ τ τ τ τ=  
4) На промежутке времени [ , [hτ τ +  подать на вход объекта управ-

ляющее воздействие * 0 *( ) ( , ( ))u t u xτ τ≡ , [ , [t hτ τ∈ + . 

5) Положить : hτ τ= + , при ftτ <  получить измерение * ( )x τ , вернуться 

к 2). 
Для решения задачи (9) применяется метод, изложенный в работе [6]. 

Ниже предлагается новый подход к решению задачи (8) для произвольной 
позиции ( , )zτ , 0τ ∈∆  (или задачи (7) при 0tτ = ). 

Подчеркнем, что при построении оптимальной стратегии 0
1 ( , )zπ τ  не-

обходимо находить лишь оптимальную начальную программу 0
0 ( | , )u zτ⋅ , 

поскольку только она используется для управления системой (1) в реаль-
ном процессе. 

Построение оптимальной начальной программы. Кратко изложим 
результаты, позволяющие эффективно вычислять 0

0 ( | , )u zτ⋅ . Основная идея 

состоит в получении простого описания множества 1( )X α , что позволит 
свести задачу (8) к эквивалентной задаче линейного программирования. 

В классе дискретных управляющих воздействий множество 1( )X α  – 

многогранник при всех значениях параметра 0α ≥ . Будем считать, что из-

вестна матрица 1m nP ×∈R , строки n
ip ∈R , 1ip = , 11,i m= , которой – нор-

мали к граням 1( )X α . Тогда { }1 1 1( ) : ( )nX x Px gα α= ∈ ≤R , где 

1( ) ( ( ), 1, )Tig g i mα α= = :  
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  1( ) max T
i ig p xα = , 1 1( )x X α∈ . (11) 

Далее используются следующие обозначения: ( ) n nF t ×∈R , t T∈ , – 
фундаментальная матрица решений однородной системы  

( ) ( ) ( )x t A t x t=& : ( ) ( ) ( )F t A t F t=& , 0( )F t E= ; 1
1( ) ( )fG HF t F t−= , 

1
1( ) ( ) ( ) ( )

s h

s
d s F t F t b t dt

+ −= ∫ , s∈∆ ; 

1 1( ( ), 1, , 1, )j
i iQ q s i m j N= = = : 11 2( ) ( ) ( )N

i i i i i iq s q s q s≥ ≥ ≥K , ( ) ( )T
i iq s p d s= , 

1s∈∆ ; 
1( ) (1, ,1,{ / },0, ,0) Nhω α α= ∈K K R , где дробная часть { / }hα  является 

[ / ] 1hα + -ой компонентой; 

1 1( , 1, )i Ti mγ γ= = : 
1

1 *
1 ( ) ( )i T

i fT
h F t F t dt wγ −= ∫ , 1,i m= ; 

0 0 1( ) ( ( ), 1, )i Ti mγ τ γ τ= = : 
0

1 *
0 1( )
( ) ( ) ( )i T

iT
p F t F t dt w

τ
γ τ −= ∫ , 11,i m= ; 

1 1( (0), 1, )Tig g i m= = : 1(0) max T
i ig p x= , 1 1Gx g γ≤ − , 11,i m= . 

Следующее утверждение позволяет легко вычислять значения ( )f α : 

Утверждение 1. При любом 10 ft tα≤ ≤ −  имеет место 

 1( ) ( )g g Qα ω α= + , 
Доказательство утверждения 1 основано на применении результатов 

теории двойственности в линейном программировании к задаче (11). 
На основании утверждения 1 задача (8) может быть представлена в 

виде 

  { }
00

0
1 0( ),

( ( , )) min | ( ) |
Tu

V z u t dt
τα

π τ α= +∫ , (12) 

при условиях 

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t b t u t f t w t= + +& , ( )x zτ = , 0| ( ) | 1u t ≤ , 0( )t T τ∈ , 

1 1( ) ( )Px t Q gω α− ≤ , 0 0( ) ( )w W τ∀ ⋅ ∈ . 

Утверждение 2. Пусть 0
* ( )u s , *0 ( )u s ∈R , 0s∈∆ , 10 Nω ∈R  – решение 

задачи линейного программирования 

{ }1

* 0*

0 *
*( ) 1, ,

min ( ( ) ( ))
N

js ju u
u s u s

τω
ϕ ω

∈∆ =
= + +∑ ∑ , 

0

* 1
* 1 0 1( )

( )( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )
s

Pd s u s u s Q g PF t F z
τ

ω γ τ τ−
∈∆

− − ≤ − −∑ , 

*0 ( ) 1u s≤ ≤ , *0 ( ) 1u s≤ ≤ , 0 0 0( ) ( )s Tτ τ∈∆ = ∆ ∩ , 

0 1jω≤ ≤ , 11,j N= . 
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Тогда  
0 *0 0
0 *( | , ) ( ) ( )u t z u s u sτ ≡ − , [ , [t s s h∈ + , 0( )s τ∈∆ , 10

1

N

jj
hα ω

=
= ∑ , 

– оптимальная начальная программа и оптимальное значение параметра 
задачи (8) (эквивалентной ей задачи (12)). При этом 0 0

1( ( , ))V z hπ τ ϕ= . 
Пример. Рассмотрим задачу оптимального управления системой 

1 2x x=& , 2 1x x u w= − + +& , 2 1x x u w= − + +& , 0(0)x x= , 

которую требуется перевести на множество { }2 *: , 1,2f jX x x x j= ∈ ≤ =R . 

Параметрам задачи присвоим значения: 10ft = , 0 (5,0)x = , * 2x = , 
* 0.3w = . Будем использовать дискретные управляющие воздействия с пе-

риодом квантования h=0.1. В качестве момента замыкания выберем 1 7t = .  

В данном примере матрица P содержит 254 строки, которых достаточно 
для представления 1( )X α  при любом значении параметра. Каждая строка 

находится в 
1 1 2 1 1 2 1

1 2 1 2, ,
ker( ( )) ker( ( ) ( )) ker( ( ) ( ))T T T T T

s s s s s
d s d s d s d s d s

∈∆ ∈∆ ∈∆
∪ ∪ + ∪ − .  

Оптимальное начальное управление в задаче (7) ( 0tτ = ) имеет вид 

0
0 0

0, [0,0.9[ [2.5,4[ [5.6,7[,
1, [0.9,2.4[,( | ) 0.7731, [2.4,2.5[,
1, [4,5.6[.

t
tu t x t
t

∈ ∪ ∪
 ∈=  ∈
 − ∈

 

При этом 0
1( )V π  = 4.8792, 0α  = 1.7018. 

Для сравнения в начальной позиции 0 0( , )t x  построена оптимальная 
гарантирующая программа. Ее полный импульс оказался равен 5.6563. 
Также оптимальное начальное управление 0

0 0( | )u x⋅  было построено двумя 
способами: по решению задачи (7) и с помощью алгоритма из [6]. Оба 
подхода реализованы в MATLAB. При этом время работы алгоритма из [6] 
более чем в 50 раз превысило время решения задачи (7). 

При реализации оптимальной замыкаемой обратной связи согласно 
алгоритму, изложенному выше, рассмотрен процесс, в котором реализова-
лось возмущение * ( ) 0.3w t ≡ − , [0,5[t ∈ ; * ( ) 0.3w t ≡ , [5,10]t ∈ . Достигнуто 
значение критерия качества равное 3.4351. Для сравнения была реализова-
на оптимальная размыкаемая обратная связь (см. [6]) на основе оптималь-
ных гарантирующих программ. При этом получено значение критерия ка-
чества, равное 3.6737. 

Этот, а также другие численные эксперименты позволяют сделать вы-
вод о том, что учет даже одной точки замыкания может повысить качество 
процесса управления. 
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