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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ИДЕНТИФИКАЦИИ ПАРАМЕТРОВ 
И  УПРАВЛЕНИЯ  СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ   

С ОГРАНИЧЕНИЯМИ ТИПА НЕРАВЕНСТВ 

Н.Е. Роднищев (КНИТУ-КАИ, Россия, 420111, Казань, 
К.Маркса, 10) E-mail: pmi@pmi.kstu-kai.ru  

NECESSARY CONDITIONS FOR IDENTIFICATION  
OF PARAMETERS AND CONTROL OF STOCHASTIC SYSTEMS 

WITH RESTRICTIONS TYPE OF INEQUALITIES 

N.E. Rodnishchev  (KNPTU-KAI, 420111, Kazan, 
K.Marx str., 10) 

Keywords: Markov process, identification, stochastic system, restrictions 
of the type of inequalities 

Введение. В работе исследуются необходимые условия идентифика-
ции нелинейных стохастических систем с ограничениями типа неравенств, 
основанные на схеме общей теории экстремальных задач.  

 Идентификация нелинейных стохастических систем с ограничениями 
типа неравенств – это большой класс задач, с которыми достаточно часто 
приходится сталкиваться на практике и в собственно математических про-
блемах. Это обусловлено в основном сложностью рассматриваемых задач, 
решение которых представляют собой определенные математические 
трудности.  

В настоящей работе рассматриваются задачи идентификации пара-
метров и управления нелинейных стохастических систем по настраивае-
мой модели в классе диффузионных Марковских процессов с учетом огра-
ничений типа неравенств. Эти ограничения описывают различные требо-
вания, предъявляемые к системе. Обеспечение этих требований сужает 
множество состояний системы и допустимые области определения пара-
метров и управления систем, и требуют привлечения нового математиче-
ского аппарата для исследования задач идентификации.  

Постановка задачи. Рассмотрим задачу идентификации вектора па-
раметров 1( ,..., )ma a a=  и вектор функции управления 1( ) ( ( ),..., ( ))ru u u⋅ = ⋅ ⋅  
нелинейной стохастической системы относительно расширенного вектора 
состояний ( , )X Y B=  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , , ,
n n

i ij ij ij ij j
j j

dX C t X dt dw t t X u a t X d tϕ σ η
= =

= + +∑ ∑ , 

( ) ( ),,,1, 000 niYtX ii K==  0[ , ]kt t t∈ , (1) 
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,0=idX ( ) ( )0 0 0 0, 1,...,i iX t B i n n l= = + +
по наблюдениям 

( )∑
=

+=
n

v
kvkvk twYcZ

1

& . (2) 

Эффективность идентификации оценивается минимумом функционала 

( )
0

2

0
1 1

,
k

v

t n n

k k k v
k vt

I u a M Z c Y dtα
= =

  = −  
   

∑ ∑∫ , (3) 

а цели управления, тактико-технические и эксплуатационные требования, 
цели управления (тактико-технические, эксплуатационные) и другие тре-
бования, предъявляемые к системе, описываются смешанными ограниче-
ниями типа неравенств на фазовые координаты системы, параметры и 
функции управления: 

( , ) ( , ) ( , | ) 0,s s k sI u a f y a p t y z dx b
Ω

= − ≤∫ { }1 1,...,s J q∈ = ; 

 ( ) 0s uψ ≤ , { }2 01,...,s J q∈ = , (4) 

( ) 0sg a ≤ , { }3 01,...,s J m∈ = . 

Здесь [ ]M ⋅ – оператор математического ожидания; t – время, 

0, kt t – начальная и конечная точки рассматриваемого интервала времени 

0[ , ]kt t . ( )tYi -компонента вектор функции ( ) ( ) ( ) ( )( )tYtYtYtY ni ,...,,...,1=   со-

стояния стохастической системы (1). ( )i k ikY t Y= −  компоненты вектора со-

стояния системы в конечный момент времени. 
В качестве управления ( )⋅u  рассматривается r-мерное программное

управление ( )u t  или управление по обратной связи ( , )u t y . Управление 
( ) ( )u u t⋅ =  – детерминированная r-мерная вектор-функция определяется из 

множества S: 
( ) ( ){ }2 0 0[ , ] : [ , ]k kS u t L t t u t U для почти всех t t t= ∈ ∈ ∈ , 

где U-выпуклое компактное множество в rE : ( ){ }2s ,0: JsuEuU r ∈≤∈= ψ .

Если рассматривается управление с обратной связью ( )( ) ,u u t y⋅ = , то

( ),u t y  борелевская функция своих аргументов со значениями в U.

a − детерминированный m-мерный вектор управляющих параметров из 
выпуклого компактного множества mE : ma E∈ , 3{ : ( ) 0, }m sE a g a s J= ≤ ∈ , 
определяющий конструктивные и энергетические параметры системы. 
B  – случайный 0l  - мерный вектор, компоненты которого относятся к не-
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прерывным случайным величинам характеризующим, в частности, откло-
нения параметров системы a  от их номинальных значений. 

( ) ( ) , ( )ij ij j jdw t W t dt d N t dtη= =  – стохастические дифференциалы Стратоно-

вича винеровских процессов ( ), ( )ij jw t tη . Процесс ( )ijw t  описывает, дейст-

вующие на систему, мультипликативные шумы. Процесс ( )j tη  описывает 

аддитивные шумы. ( )ijW t  белые гауссовские шумы, которые описывают 

случайные внутренние возмущения, присущие системе. )(tN j  – белые га-

уссовские шумы, описывающие воздействия на систему внешней среды. 
( )BtCij , , ( ), , , ,ij t Y u a Bϕ , ( )BYtij ,,σ  – заданные неслучайные функции, удов-

летворяющие известным требованиям [1] существования решения (1).  
( )tZ k  – наблюдаемая компонента вектора координат измерителя 

( ) ( ) ( ) ( )( )tZtZtZtZ mk 0
,...,,...,1=  ( )nm ≤ . Матрица 

nmkvc ×0
 определяет выбор  

наблюдаемых координат системы (1). ( )twk&  производная винеровского 
процесса, ( )twk  – компонента ( )kR t  аддитивного белого шума измерителя. 

( ),sI u a , 1s J∈  непрерывные и непрерывно дифференцируемые по со-

вокупности переменных функционалы. ( )auI ,0  – дифференцируемый по 
совокупности переменных ограниченный функционал, kα  – весовые ко-
эффициенты. 

Относительно расширенного вектора состояний ( , )X Y B=  задача 
(1) – (4), в соответствие с теорией марковских процессов сводится к детер-
минированной задаче 

 ( ) ( )0 1 , minn kI x p t x z dxυ +
Ω

= →∫ ;      (5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
, , , , , , , ,

p t x z
L t x u a p t x z F x z F x z p t x z d x p t x z

t Ω

∂  
= + − ∂  

∫ , 

 ( ) ( ) [ ]
0

0 0, , , , kt t
p t x z p t x t t t

=
= ∈ .      (6) 

( ) ( , ) ( , | ) 0,s s k sI f x a p t x z d x bυ
Ω

= − ≤∫ 1s J∈ ; 

  ( ) 0s uψ ≤ , 2s J∈ ,         (7) 

( ) 0sg a ≤ , 3s J∈ . 

Здесь ( , )u aυ = , 1( , )nx x x += −реализация расширенного вектора со-

стояний ( )1, nX X X += . Компонента вектора 1nX +  определяется решением 
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дифференциального уравнения 
2

1
1 1

( )
n n

n k k kv v
k v

dX Z c X dt g X dtα+
= =

 = − = 
 

∑ ∑ , [ ]0, kt t t∈      ( )1 0 0nX t+ = . 

( ) ( )( ), , , ,L t x u a p t x z  – линейный оператор, определенный выражением: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

, , , , , , , , ( ) ,
n

L t x u a p t x z L t x u a p t x z g x p t x z
x +

∂
 = −  ∂

( ) ( ), , , ,L t x u a p t x z эллиптический оператор, определяемый по формуле 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, , , , , , , ,
n

i
i i

L t x u a p t x z A t x u a p t x z
x=

∂
 = − + ∂∑  

+ ( ) ( )
2

, 1

1
, , , ,

2

n

ip
i p i p

B t x u a p t x z
x x=

∂
  ∂ ∂∑  

с коэффициентами сноса 

( ) ( )
1 , , 1

1
( , )

2

n n
ij ijw w w

i ij ij pq ijpq pq ijq pq jpq pq jq
j j p q p p

A t z C G G G G
z z

η η ηϕ σ
ϕ ϕ σ ϕ σ

= =

 ∂ ∂
= + + + + ∂ ∂  
∑ ∑ и 

диффузии 

( ) ( ) ( )[ ]∑
=

+++=
n

qj
jqpq

w

jpqpqij

w

ijqpq

w

ijpqpqijip GGGGztB
1,

, ηηη σϕσσϕϕ . 

В плотности распределения ( )zxtp |,  вектор z  означает, что исполь-
зуется вся наблюдаемая реализация выходного сигнала измерителя на ин-
тервале [ ]ktt ,0 .  

,w
ij jG Gη  – интенсивности винеровских процессов );(),( ttw jij η  

ηηη
jq

w
jpq

w
ijq

w
ijpq GGGG ,,,  – взаимные интенсивности винеровских процессов. 

Скалярная функция ( ),F х z , характеризует свойства измерителя и оп-
ределяется по формуле 

( ) ∑ ∑
= =








 −=
n

qpk

n

v
vkvkqpqR

pk

xczxc
G

zxF
1,, 12

11
, . 

R

k

R

p G,G  – интенсивности белых шумов ( )pR t  ( )kR t  измерителя; R

pkG  – 

взаимные интенсивности шумов измерителя. 
Необходимые условия идентификации. Условие невырожден-ности 

(идентифицируемости) задачи (5) – (7), устанавливается теоремой 1, кото-
рая утверждает. 

 Теорема 1. Пусть существует такая точка ),,( aup , что ( , ) 0sI u a <  
при всех 1s J∈ , ( ) 0s uψ <  при всех 2s J∈ , ( ) 0sg a <  при всех 3s J∈  (условие 
Слейтера). Тогда задача (5) – (7) невырожденная (идентифицируема) по 
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наблюдениям (2), если совокупность вариаций Kaup ∈),,( δδδ  касательных 
к множеству  

( )( , | )
, , , , , , ( , | )  

p t x z
Q p u a L t x u a p t x z

t

 ∂= − − ∂
 

0 0( , ) ( , ) ( , | ) ( , | ) 0, ( , )F x z F x z p t x z dx p t x z p t x p
Ω

  − − = =  
  

∫  

в точке ),,( aup  есть подпространство  

( )




+






 −−−
∂

∂= ∫
Ω

pdxpzxFzxFpauxtL
t

p
aupK δδδδδδ ),(),(,,,,,  

( )( ) ( )( )
0

0( , ) , , , , , , 0, ( , | ) .u a t t
p F x z pdx L t x u a p u L t x u a p a p t x z pδ δ δ δ δ

=
Ω


+ − − = = 


∫  

Здесь 

( ) ( ) ( )2

1 , 1

, , ,, , , 1
, , ,

2

n n
ipi

u
i i pi i p

B t x u aA t x u a
L t x u a p p p

x u x x u= =

∂ ∂ ∂ ∂= − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑ , 

( ) ( ) ( )2

1 , 1

, , ,, , , 1
, , ,

2

n n
ipi

a
i i pi i p

B t x u aA t x u a
L t x u a p p p

x a x x a= =

∂ ∂ ∂ ∂= − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑ . 

Необходимые условия идентификации задачи (5) – (7) устанавлива-
ются теоремой 2. 

Теорема 2. Для идентификации стохастической системы (1) с 
плотностью распределения (6) по наблюдениям (2) в точке ( )0 0,u a , дос-

тавляющей минимум функционалу (5) с ограничениями (7) необходимо су-
ществование не равных одновременно нулю числа 00 ≥γ , векторов 

0),...,(
01 ≥= qααα , 

01( ,..., ) 0rµ µ µ= ≥ ,
01( ,..., ) 0mβ β β= ≥  и ограниченных 

функций ( ),s t x zλ , 1{0}s J∈ U , определенных решениями задач Коши 

 ( ) [ ] ( )
0

* 0 0( , ) ,L M F x z g x
t

λ λ λ∂ = − ⋅ + −
∂

     (8) 

( ) [ ]0
1 0, , , .k n kt x z x t t tλ += ∈  

 ( ) [ ]* ( , )
s

s sL M F x z
t

λ λ λ∂ = − ⋅ +
∂

,      (9) 

( ) [ ]0, ( , ), ,s
k s kt x z f x a t t tλ = ∈ .) 

таких, что 
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а) идентифицируемое управление  0u  по измерениям (2) для почти всех 

[ ]0, kt t t∈  в равномерно близкой окрестности ( )0u t  удовлетворяет условию 

  
00

0 0

1 1

( ) 0
s

rsq
s

s s T
s s

R R
M u u

u u u

ψα µ χ
= =

   ∂ ∂ ∂+ + − ≥∑   ∂ ∂ ∂  
∑    (10) 

б) идентифицируемый вектор параметров 0a  удовлетворяет условию 

 
0

0 0

0
0

1 1

( , )
0

f ft t msq
s s

s s
s st t

R f z a R g
M dt M dt

a a a a
α β

= =

  ∂ ∂ ∂ ∂+ + + =∑   ∂ ∂ ∂ ∂  
∑∫ ∫ .  (12) 

 Следствие. Идентифицируемое управление 0u  удовлетворяет условию. 

 
00

0

1 1

0
s

rsq
s

s s T
s s

R R
M

u u u

ψα µ χ
= =

 ∂ ∂ ∂+ + =∑ ∂ ∂ ∂ 
∑      (13) 

или  

 
00

0

1 1
s

rsq
s

s s T
s s

R R
M M

u u u

ψα µ χ
= =

   ∂ ∂ ∂= − −∑   ∂ ∂ ∂   
∑     (14) 

В выражениях (8), (9) ( )* sL λ⋅ , 10s J∈ ∪  определяется выражением 

( ) ( ) ( )
2

*

1 , 1

1
, , , , , , , , ,

2

s sn n
s

i ip
i i pi i p

L t x u a A t x u a B t x u a
x x x

λ λλ
= =

∂ ∂= +
∂ ∂ ∂∑ ∑ . 

В выражениях (10) – (14) 

sR

u

∂
∂

( ) ( )2

1 , 1

, , ,, , , 1
2

s sn n
ipi

i i pi i p

B t x u aA t x u a

x u x x u

λ λ
= =

∂ ∂ ∂ ∂= − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑ , 10s J∈ ∪  

sR

a

∂
∂

( ) ( )2

1 , 1

, , ,, , , 1
2

s sn n
ipi

i i pi i p

B t x u aA t x u a

x a x x a

λ λ
= =

∂ ∂ ∂ ∂= − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑ , 10s J∈ ∪  

Из (14) следует, что если управление 0u  идентифицировано в откры-

том ядре множества U , то правая часть (14) полагается равной нулю.  

Поскольку условие (13) определяет r-мерный опорный вектор 

00
0

1 1
s

rsq
s

s s T
s s

R R
M

u u u

ψα µ χ
= =

 ∂ ∂ ∂+ +∑ ∂ ∂ ∂ 
∑  

к множеству ( ){ }3,0: JsuEuU sr ∈≤∈= ψ  в точке 0u , то из определения 
опорного функционала следует, что  
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000

1 1

( , ) ( , ) ( )
s

rq
s

s s T s
s s

M R u R u uα µ χ ψ
= =

 ⋅ + ⋅ + ≥∑ 
 

∑  (15) 

000 0 0 0

1 1

( , ) ( , ) ( )
s

rq
s

s s T s
s s

M R u R u uα µ χ ψ
= =

 ⋅ + ⋅ +∑ 
 

∑  

Отсюда, с учетом определения характеристической функции 
sTχ  

sTχ =
1,

0
sесли t T

в противномслучае

∈



 

на множества 0{ [ , ]: ( ) 0}s k sT t t t uψ= ∈ = , следует, что в открытом ядре 

множества U  в равномерно близкой окрестности точки 0u  выполняется 
условие идентификации 

 
00

1
( , ) ( , )

q
s

s
s

M R u R uα
=

 ⋅ + ⋅ ≥∑ 
 

00 0 0

1
( , ) ( , )

q
s

s
s

M R u R uα
=

 ⋅ + ⋅∑ 
 

.   (16) 

Заключение. Полученные условия идентификации, аналогично [1], 

позволяют строить численные методы идентификации параметров и 

управления стохастических систем с ограничениями типа неравенств со 

сходимостью алгоритмов к необходимым условиям идентификации. 
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ON THE APPLICATION OF THE SPECTRAL METHOD 
FOR OPTIMAL CONTROL PROBLEMS 

IN DYNAMICAL SYSTEMS WITH CONSTRAINTS 

K.A. Rybakov (MAI, 125993, Moscow, Volokolamskoe highway, 4) 

Keywords: dynamical systems, geometric constraints, optimal control, 
spectral method. 

Введение. В работе рассматриваются вопросы, связанные с построе-
нием множеств допустимых управлений при геометрических ограничениях 
в спектральной форме математического описания и их применением в за-
дачах оптимального управления динамическими системами. 

Спектральная форма математического описания систем управления 
предполагает представление входных и выходных сигналов системы с по-
мощью коэффициентов разложения их по ортонормированным или био-
ртонормированным функциям. По принятой в [1] терминологии это озна-
чает, что сигналы представляются спектральными характеристиками. При 
приближенном решении различных задач теории управления используют-
ся конечные наборы ортогональных функций для представления сигналов, 
таким образом, спектральные характеристики – это, как правило, векторы с 
конечным числом элементов. Если никаких ограничений на сигналы, на-
пример, на управляющие воздействия не задано, то в скалярном случае 
спектральные характеристики – это всевозможные L-мерные векторы, где 
L – число функций выбранной ортогональной системы. Если же ограниче-
ния заданы, то возникает задача построения множества допустимых 
спектральных характеристик. 

Для произвольной системы ортонормированных или биортонормиро-
ванных функций найти точно такое множество затруднительно, поэтому 
была предложена методика для его аппроксимации с помощью построения 
выпуклой многогранной области при любом заданном L для скалярных 
управляющих воздействий. Эта методика подробно описана в [2, 3]. Иско-
мое множество можно аппроксимировать сколь угодно точно, а в некото-
рых случаях таким множеством являются множества, ограниченные пра-
вильными многогранниками: гипероктаэдром или гиперкубом в L-мерном 
пространстве. 
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В представленной работе указанные выше результаты обобщаются на 
случай векторных управляющих воздействий, рассматриваются геометри-
ческие ограничения, при которых допустимые значения управления при-
надлежат множеству, ограниченному q-мерным параллелотопом или q-
мерным эллипсоидом, где q – размерность вектора управления. Точно так-
же геометрические ограничения могут быть учтены и для координат вы-
ходного сигнала. 

Множество допустимых управлений в одномерном случае. Будем 
рассматривать скалярную функцию ( ) :u t  1T → �  и полную систему био-

ртонормированных функций р в

0( , ), ( , ){ } iq i t q j t ∞
=  в пространстве 2( ; ( ))L T tν , 

0 1[ , ]T t t= , для которой 

2

1

0

р в в

( ; ( ))

1, ,
( ( , ), ( , )) ( ) ( , ) ( , ) , 0,1,2, ,

0, ,

t

L T t

t

р
i j

q i t q j t t q i t q j t dt i j
i jν ν
== = = … ≠

∫  

где функции р в

0( , ), ( , ){ } iq i t q j t ∞
=  кусочно-непрерывны на T , ( )tν  – весовая 

функция ( ( )tν  полагается тождественно равной единице, если специально 

не оговорено иное). Система функций р

0( , ){ } iq i t ∞
=  называется базисом раз-

ложения, а в

0( , ){ } iq j t ∞
=  – базисом восстановления. 

Таким образом, если 2( ) ( ; ( ))u t L T tν∈ , а далее это подразумевается, то 

  в

0

( ) ( , ), ,i
i

u t u q i t t T
∞

=

= ∈∑  (1) 

где iu  – коэффициенты разложения функции ( )u t : 

2

0

1

р

( ; ( ))( ( , ), ( )) ( ) ( , ) ( ) , 0,1,2,
t

i L T t

t

рu q i t u t t q i t u t dt iν ν= = = …∫  

Спектральной характеристикой U  функции ( )u t , определенной отно-

сительно базиса разложения р

0( , ){ } iq i t ∞
= , называется упорядоченная сово-

купность коэффициентов iu , представленных в виде бесконечной матри-

цы-столбца: T
0 1 2[       ]U u u u= … . Преобразование, ставящее в соответствие 

функции ее спектральную характеристику, называют спектральным преоб-
разованием и обозначают S , тогда [ ( )]U u t= S , 1( ) [ ]u t U−= S  согласно (1), 

1−
S  – обратное спектральное преобразование [1, 4, 5]. 

Наряду с точным представлением функции ( )u t  в виде ряда (1) можно 
рассматривать задачу приближенного представления в виде частичной 
суммы: 

  
1

в

0

( ) ( ) ( , ),
L

L i
i

u t u t u q i t
−

=

≈ =∑           (2) 
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где L  – порядок усечения спектральных характеристик, тогда спектральная 
характеристика представляется матрицей-столбцом: T

0 1 1[     ] L
LU u u u −= … ∈� . 

Предположим, что для функции ( )u t  задано дополнительное условие 
вида | ( ) |u t υ≤ , часто используемое в задачах оптимального управления с 
геометрическими ограничениями, т.е. ( )u t  – допустимое управление неко-
торой динамической системой, υ  – заданное положительное число, t  – 
время. Задача построения множества допустимых управлений в спектраль-
ной форме математического описания состоит в нахождении множества 
спектральных характеристик L

L ⊂ �U , соответствующего функциям из 

2( ; ( )) { ( ) :| ( ) | }LL T t u t u tν υ∩ ≤  при спектральном преобразовании S  с задан-
ным порядком усечения L , где 
 в в в

2( ; ( )) Lin{ (0, ), (1, ), , ( 1, )}.LL T t q t q t q L tν = … −  

Для финитных базисных систем в 1р

0( , ), ({ }, ) L
iq i t q j t −
=  в условии ортого-

нальности индексы ,i j  ограничены: , 0,1, , 1i j L= … − . Вместо формулы (1) 

может быть использовано только представление функции ( )u t  в виде ли-

нейной комбинации функций базиса восстановления (2). Финитные базисы 

разложения и восстановления обозначим 1
0

р ( , ){ } L
iq i t −
=  и 1

0
р ( , ){ } L

iq i t −
=  соответ-

ственно. Точное равенство ( ) ( )Lu t u t=  возможно только при 

2( ) ( ; ( ))Lu t L T tν∈ . 

Системы ортонормированных функций 0( , ){ } iq i t ∞
=  или 1

0{ }( , ) L
iq i t −
=  мож-

но рассматривать как частный случай систем биортонормированных функ-
ций р в

0( , ), ( , ){ } iq i t q j t ∞
=  или в 1р

0( , ), ({ }, ) L
iq i t q j t −
= , если в р( , ) ( , ) ( , )q i t q i t q i t= = , 

0,1,2,i = … или 0,1, , 1i L= … − . 
В статье [2] показано, что множество LU  – выпуклое, замкнутое и ог-

раниченное подмножество пространства L� , симметричное относительно 
нуля, соответствующего управлению ( ) 0u t ≡ : 

2( ) ( ; ( )) { ( ) : | ( ) | } [ ( .)]L Lu t L T t u t u t U u tν υ∈ ∩ ≤ ⇔ = ∈S U  
Граница множества LU  является образом управлений, достигающих 

заданного ограничения υ . Важным результатом является исследование ча-
стных случаев, когда множество LU  можно конструктивно описать, на-
пример, задав его границу правильным многогранником. 

Отметим, что при 4L >  существует всего три правильных многогран-
ника с точностью до преобразования подобия: L-мерный симплекс, L-
мерный гипероктаэдр и L-мерный гиперкуб. При 4L ≤  правильных много-
гранников больше трех, но применение такого небольшого числа ортонор-
мированных или биортонормированных функций не имеет особого смысла 
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при решении практических задач. Рассмотрим случай 4L >  более подроб-
но. L-мерный симплекс не может быть границей множества допустимых 
управлений в спектральной форме математического описания, поскольку 
не обладает нужными свойствами симметрии. Двум оставшимся много-
гранникам соответствуют система функций Уолша [4] и несколько систем 
финитных функций, например, локальные полиномиальные сплайны спе-
циального вида [3]. 

В частности, если в качестве полной системы ортонормированных 
функций 0( , ){ } iq i t ∞

=  на отрезке [0,1]T =  взять функции Уолша, то LU  будет 
гипероктаэдром в L-мерном пространстве: 

2( ) ([0,1]) { ( ) : | ( ) | 1} [ ( )] { : 1},L Lu t L u t u t U u t U U ◊∈ ∩ ≤ ⇔ = ∈ = ≤S U ‖ ‖  

где 0 1 1| | | | | |LU u u u◊ −= + +…+‖ ‖  – октаэдрическая норма вектора в L� . 
Если же в качестве финитной системы биортонормированных функ-

ций в 1р

0( , ), ({ }, ) L
iq i t q j t −
=  на отрезке [0,1]T =  использовать локальные поли-

номиальные сплайны, то LU  будет гиперкубом в L-мерном пространстве: 

2( ) ([0,1]) { ( ) : | ( ) | 1} [ ( )] { : 1},L Lu t L u t u t U u t U U∈ ∩ ≤ ⇔ = ∈ = ≤�S U ‖ ‖  

где 0 1 1max{| |,| |, ,| |}LU u u u −= …�‖ ‖  – кубическая норма вектора в L� . 
Случай, когда 0 1[ , ]T t t=  и | ( ) |u t υ≤  при 0 0t ≠ , 1 1t ≠  и 1υ ≠ , отличается 

от рассмотренного выше только тем, что соответствующий многогранник 
связан с границей LU  преобразованием подобия с коэффициентом 

1 0t tυ − , т.е. при 0 1[ , ]T t t=  получим 1 0{ : }L U tU tυ◊= ≤ −U ‖ ‖  или 

1 0{ : }L U U t tυ −= ≤�U ‖ ‖  при выборе функций Уолша или локальных по-
линомиальных сплайнов. 

Для других систем ортонормированных и биортонормированных 
функций множество допустимых управлений в спектральной форме мате-
матического описания можно приближенно аппроксимировать выпуклой 
многогранной областью согласно методике, изложенной в статьях [2, 3]. В 
этих же статьях есть некоторые примеры таких аппроксимаций для значе-
ний 3L =  и 4L =  для полиномов Лежандра, тригонометрических функций, 
функций Хаара и др. 

Множество допустимых управлений в многомерном случае. Далее 
рассмотрим вектор-функцию ( ) :u t  qT → �  с координатами 

2( ) ( ; ( ))lu t L T tν∈ , 1, ,l q= … , а также, как и ранее, систему биортонормиро-
ванных функций (возможно, финитную). 

Если ограничения на множество допустимых значений управления за-
даются q-мерным параллелотопом, то построение спектрального аналога 
этого множества тривиально. Пусть | ( ) |l lu t υ≤ , тогда достаточно построить 

множества l
LU  для каждой координаты вектора управления: 
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2( ) ( ; ( )) { ( ) : | ( ) | } [ ( )] , 1, , .l
l

l L l l l l Lu t L T t u t u t U u t l qν υ∈ ∩ ≤ ⇔ = ∈ = …S U  
Фактически, множеством допустимых управлений в спектральной 

форме математического описания будет прямое произведение 1 q
L L× ×KU U , 

которому должен принадлежать упорядоченный набор спектральных ха-
рактеристик 1( , , )qU UK . 

Если же ограничения на множество допустимых значений управления 
определяются q-мерным эллипсоидом, то построение спектрального ана-
лога этого множества осуществляется следующим образом. Пусть 

, 1
( ) ( )

q

lr l rl r
Q u t u t υ

=
≤∑  – ограничения на управление, где lrQ  – элементы по-

ложительно полуопределенной симметрической матрицы Q. Тогда, обо-

значая 
, 1

( ) ( ) ( )
q

lr l rl r
u t Q u t u t

=
=∑�  и пользуясь тем, что 0 ( )u t υ≤ ≤�  и, следо-

вательно, | ( ) |u t υ≤� , получаем 

2( ) ( ; ( )) { ( ) : | ( ) | } ( )] ,[L Lu t L T t u t u t tU uν υ∈ ∩ ≤ ⇔ = ∈� � � � �S U  

где при построении множества LU  достаточно воспользоваться результа-

тами для одномерного случая. 
Осталось выразить спектральную характеристику U�  через спек-

тральные характеристики 1, , qU UK  координат вектора управления. Для 

этого определим спектральную характеристику множительного звена V и 
воспользуемся свойством линейности спектрального преобразования и 
свойством спектрального преобразования произведения функций [1, 4, 5]. 
Тогда 

, 1

, 1 , 1

[ ( )] ( ) ( )

[ ( ) ( )] ,( )

q

lr l rl r

q q

lr l r lr l rl r l r

u t Q u t u t

Q u t u t Q U

U

VU

=

= =

 = = =
 

= =

∑

∑ ∑

� �S S

S

 

следовательно, 

{ }2 , 1

, 1

( ) ( ; ( )) ( ) : ( ) ( ) , 1, , ,

[ ( )] .( )

q

l L l lr l rl r

q

lr l r Ll r

u t L T t u t Q u t u t l q

u t Q VU UU

ν υ
=

=

∈ ∩ ≤ = … ⇔

⇔ = = ∈

∑

∑� �S U

 

Другой вариант при ограничениях на множество допустимых значе-
ний управления, задаваемых q-мерным эллипсоидом, – проверка условия 

вида | ( ) | / 2u t υ≤� , где 
, 1

( ) ( ) ( ) / 2
q

lr l rl r
u t Q u t u t υ

=
= −∑� . Тогда 

, 1

, 1 , 1

[ ( )] ( ) ( ) / 2

[ ( ) ( )] / 2 [1] ( ) ( / 2 ,)

q

lr l rl r

q q

lr l r lr l rl r l r

u t Q u t u t

Q u t u Q I

U

t VU U

υ

υ υ

=

= =

 = = − =
 

= − = −

∑

∑ ∑

� �S S

S S
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где [1]I = S  – спектральная характеристика функции, тождественно равной 
единице, следовательно, 

{ }2 , 1

, 1

( ) ( ; ( )) ( ) : ( ) ( ) , 1, , ,

[ ( )] ,( )

q

l L l lr l rl r

q

lr l r Ll r

u t L T t u t Q u t u t l q

u t Q VU UU

ν υ
=

=

∈ ∩ ≤ = … ⇔

⇔ = = ∈

∑

∑� �S U

 

причем в последней формуле множество LU  определяется величиной / 2υ , 
а не υ , как выше. 

Если выбрана система функций Уолша [4] для представления коорди-
нат вектора управления, то проверка на его допустимость сводится к вы-
числению октаэдрической нормы спектральных характеристик 1, , qU UK  

или U� , а если выбрана система локальных полиномиальных сплайнов [3], 

то для проверки на допустимость управления требуется лишь вычислить 
кубическую норму спектральных характеристик 1, , qU UK  или U� . Такая 

проверка является неотъемлемой частью решения задачи нахождения оп-
тимального управления с геометрическими ограничениями при использо-
вании прямых методов оптимизации [6, 7]. 

Применение к задаче оптимального управления разворотом кос-
мического аппарата. В качестве примера рассмотрим задачу оптимально-
го управления детерминированной динамической системой седьмого по-
рядка, которая задается следующими уравнениями:  
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где T
0 1 2 3( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]t t t t tλ λ λ λ λ=  – кватернион поворота космического ап-

парата, T
1 2 3( ) [ ( ) ( ) ( )]w t w t w t w t=  – вектор угловой скорости, 

1 2 3 1( ) /N I I I= − , 2 3 1 2( ) /N I I I= − , 3 1 2 3( ) /N I I I= − , lI  – главные моменты 

инерции, ( ) ( ) /l l lu t M t I= , T
1 2 3( ) [ ( ) ( ) ( )]M t M t M t M t=  – вектор главного 

момента внешних сил; 0 1[ , ]T t t=  – заданный отрезок времени разворота; 
краевые условия имеют вид 0 0( )i itλ λ= , 1 1( ) itλ λ= , 0 0( )l lw t w= , 1 1( )l lw t w= , 

0,1,2,3i = , 1,2,3l = . 
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Ограничения на вектор управления можно задать в виде множества, 
ограниченного параллелепипедом или эллипсоидом, т.е.  

  *| ( ) | , 1,2,3,l lM t M l≤ =    или   
3 *

, 1

( )

( ) ( ) ,lr l rl

t

r

M

Q M t M t M
=

≤∑
�

144424443
 (4) 

где *
lM  и *M  – заданные числа, lrQ  – элементы заданной положительно 

полуопределенной симметрической матрицы Q размера 3 3×  (в этой задаче 
управлением является вектор ( ))M t . 

Функционал качества управления квадратичный: 

  ( )1

0

1
2 ( )

3

, 1
mi( ) ( ) n,lr l rl

t

M tr
t

R M t M tJ dt
=

= →∫ ∑  (5) 

где lrR  – элементы положительно определенной симметрической матрицы R. 
Динамические системы такого типа подробно рассмотрены в работах 

[8–13]. В них варьируется постановка задачи оптимального управления, 
например, в функционал качества могут входить координаты вектора уг-
ловой скорости ( )w t  при отсутствии краевых условий на эти координаты, 
рассматривается другой тип функционала качества, но для примера при-
менения спектрального метода это не так принципиально. 

Из-за ограничений на объем статьи привести подробное решение за-
дачи приближенного нахождения оптимального управления не представ-
ляется возможным, поэтому ограничимся спектральным аналогом указан-
ных выше соотношений и сформулируем задачу конечномерной оптими-
зации. 

Пусть р в

0( , ), ( , ){ } iq i t q j t ∞
=  ( в 1р

0( , ), ({ }, ) L
iq i t q j t −
= ) – система биортонорми-

рованных функций в пространстве 2( )L T  (здесь ограничимся случаем, ко-
гда весовая функция ( )tν  тождественно равна единице, чтобы не услож-
нять и без того громоздкие выражения); L  – порядок усечения спектраль-
ных характеристик; 0

р ( )q t  и 0
р ( )q t  – векторы значений функций базиса 

разложения в начальный и конечный моменты времени 0t  и 1t  (векторы 
1L × ); P  – спектральная характеристика оператора дифференцирования 

(матрица L L× ); V  – спектральная характеристика множительного звена 
(трехмерная матрица L L L× × ); iΛ , lW  и lU  – спектральные характеристи-
ки функций ( )i tλ , ( )lw t  и ( )lu t  (векторы 1L × ), т.е. 

 [ ( )], [ ( )], [ ( )], 0,1,2,3, 1,2,3.i i l l l lt W w t U u t i lλΛ = = = = =S S S  
С учетом введенных обозначений, а также свойств спектральных характе-
ристик операторов дифференцирования при заданных краевых условиях 
[5, 14], имеем 
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где (1 / )l l lU I M= , lM  – спектральные характеристики функций ( )lM t  
(векторы 1L × ), т.е. [ ( )]l lM M t= S , 1,2,3l = . 

Запишем ограничения для спектральных характеристик. Если ограни-
чения на множество допустимых значений управления задаются паралле-
лепипедом, т.е. *| ( ) |l lM t M≤ , 1,2,3l = , то при выборе функции Уолша [4] 
получим условия 

  *
1 0{ : }l

l lLM M M M t t◊∈ = ≤ −M ‖ ‖ ,  (7.1) 

а если применять локальные полиномиальные сплайны, то 

  *
1 0{ : }.l

Ll lM M tM M t∈ = ≤ −�M ‖ ‖  (7.2) 

Когда ограничения на множество допустимых значений управления 

задаются эллипсоидом, т.е. 
3 *

, 1
( ) ( )lr l rl r

Q M t M t M
=

≤∑ , то для функций 

Уолша [4] будем иметь 

  *
1 0{ : },LM tM M M t◊∈ = ≤ −� M ‖ ‖  (7.3) 

а для локальных полиномиальных сплайнов 

  *
1 0{ : },LM tM M M t∈ = −≤� �M ‖ ‖   (7.4) 

где 
3

, 1
( )lr l rl r

M Q VM M
=

=∑� . 

Далее преобразуем функционал качества управления (5) в спектраль-
ную область, для этого воспользуемся свойствами спектральных характе-
ристик линейных функционалов [4], адаптируя их для систем биортонор-
мированных, а не ортонормированных функций. Тогда 

  
1 2 3

3 T в1
2 (, , , )1

min ,lr l rl M Mr M
J R M M

=
= →∆∑S

  (8) 

где в∆  – спектральная характеристика связи (матрица L L× ) [5, 14], т.е. 
матрица Грама для базиса восстановления в

0( , ){ } iq j t ∞
= . Если используется 
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система ортонормированных функций, то в∆  – единичная матрица L L× . 
Таким образом задача оптимального управления (3)–(5) сведена к за-

даче оптимизации (6)–(8). Выбор формулы (7), т.е. (7.1), (7.2), (7.3) или 
(7.4), осуществляется исходя из заданных ограничений на множество до-
пустимых значений управления и выбранной системы функций для пред-
ставления координат вектора состояния и управления спектральными ха-
рактеристиками (функций Уолша или локальных полиномиальных сплай-
нов). 

Размерность этой задачи оптимизации 3L. Ее можно решить извест-
ными методами поиска условного экстремума функций многих перемен-
ных или свести к задаче безусловной оптимизации и применить соответст-
вующие методы поиска безусловного экстремума [15], получив таким об-
разом приближенное решение задачи оптимального управления. 

Отметим, что при выборе других систем ортонормированных или 
биортонормированных функций проверка допустимости управления слож-
нее (для построения спектрального аналога множества допустимых управ-
лений требуются значительные вычислительные затраты). Если весовая 
функция ( )tν  отлична от тождественно равной единице, то усложняются 
уравнения (6), а именно в левой части каждого равенства будет дополни-
тельное слагаемое, и усложняется спектральный аналог функционала каче-
ства управления, т.е. выражение (8). 
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Введение. Среди множества беспилотных воздушных судов вертолет-
ного типа, решающих задачу вертикального взлёта-посадки, широкое рас-
пространение получили мультикоптеры в связи с простотой конструкции и 
дешевизной. Однако данная схема обладает большим недостатком: в срав-
нении с традиционными схемами рабочая область несущих винтов муль-
тикоптеров значительно меньше, что приводит к низкой энергоэффектив-
ности и сужению области применения. 

В данном докладе представлены результаты исследований, направ-
ленные на поиск схемы беспилотного воздушного судна вертолетного ти-
па, объединяющей в себе простоту конструкции мультикоптера и энерге-
тическую эффективность вертолета традиционной схемы, которая позво-
лит с высокой эффективностью решить задачу транспортировки тяжелого 
груза. Полученные результаты апробируются на созданной масштабной 
модели путем реальных летных испытаний. 
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Постановка задачи. Целью исследований является разработка беспи-
лотного воздушного судна вертолетного типа, который позволит решить 
задачи транспортировки груза, недоступные дешевыми и простым мульти-
коптерам, а также тяжелым и дорогим вертолетам. Разрабатываемый аппа-
рат должен удовлетворять следующим характеристикам: находиться в воз-
духе не менее 3 часов, обеспечивать транспортировку груза порядка 100 
килограмм, обладать крейсерской скоростью около 50 км/ч и иметь габа-
риты удобные для транспортировки по автомобильным дорогам. 

Современные мультикоптеры обладают максимальной грузоподъем-
ностью порядка 10 килограммов и небольшим временем автономной рабо-
ты. Во многих странах ведутся работы по разработке новых аппаратов, 
способных решить поставленные задачи. Так, например, в воздушных су-
дах, представленных в [1-4], увеличение грузоподъемности осуществляет-
ся за счет увеличения общего количества винтов и их диаметра при сохра-
нении мультикоптерной схемы. 

К недостаткам аппаратов данной конструкции можно отнести низкую 
энергоэффективность и большую стоимость. Несмотря на увеличенные 
размеры, также как и на малоразмерных мультикоптерах, для создания ос-
новной тяги используются электродвигатели и аккумуляторные батареи.  

В работах [5] и [6] продемонстрирован аппарат AirMule. Для повыше-
ния грузоподъемности используются продольная схема расположения двух 
винтов большого диаметра, при этом перемещение в горизонтальной плос-
кости осуществляется при помощи толкающих винтов-импеллеров и руле-
вых поверхностей, отклоняющих потоки воздуха. Максимальная полезная 
нагрузка составляет 227 кг. В качестве силовой установки используется 
турбовальный двигатель, обеспечивающий высокую энергоэффективность. 
Аппарат способен находиться в воздухе до пяти часов. Основным недос-
таткам данной конструкции является стоимость, ограничивающая приме-
нение AirMule в гражданских целях. 

Еще один способ решения поставленной цели - объединение несколь-
ких схем в одну. В статье [7] к трикоптеру добавляется винт большого 
диаметра, создающий основную тягу. При этом малые винты трикоптера 
обеспечивают угловую стабилизацию и перемещение по горизонту. 

В данном докладе представлена новая схема, обеспечивающая дости-
жение поставленных задач. Предлагается объединить преимущества двух 
схем: схемы с поперечным расположением винтов большого диаметра и 
квадрокоптерной схемой расположения винтов по углам. 

Таким образом, производится разделение функций аппарата. Удержа-
ние на заданной высоте осуществляется при помощи двух синхронно вра-
щающихся в противоположных направлениях винтов большого диаметра. 
Управление движением аппарата в горизонтальной плоскости осуществля-
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ется при помощи восьми управляющих электродвигателей с винтами, ус-
тановленными в спарках по четырем углам. Для изменения угла рысканья 
используется воздушный поток, создаваемый несущими винтами. Четыре 
пластины, управляемые сервоприводами, устанавливаются попарно под 
винтами и отклоняют воздушный поток, создавая вращающий момент во-
круг вертикальной оси. Управляющие двигатели и рулевые поверхности 
приводятся в движение от генератора, который вращает бензиновый дви-
гатель внутреннего сгорания. 

 
Рис. 1. Объединение двух схем 

Для реализации аппарата была спроектирована конструктивно-
силовая схема аппарата, выбран ДВС, спроектированы винты и редуктор. 
Были разработаны электрогенератор и силовой блок, регуляторы электро-
двигателей и сервоприводы; разработан собственный автопилот и получе-
ны законы управления.  

Предварительная оценка показала, что конструкция данного воздуш-
ного судна, названного FLYP (от англ. FLYP - flying platform), позволяет 
повысить энергетическую эффективность на 20% в сравнении с квадро-
коптером подобного размера. 

Расчет винтомоторной группы и силовая установка. Исходя из 
требований к разрабатываемому воздушному судну итерационным мето-
дом были рассчитаны параметры и подобрано оборудование винтомотор-
ной группы и силовой установки, с характеристиками, представленными в 
таблице 1. 

Таблица 1 
Основные параметры винтомоторной группы и силовой установки 
Тип ДВС 4-х тактный 
Максимальная мощность, л.с. 220 
Удельный расход. гр./кВт*ч 330 
Номинальная мощность л.с 165 
Максимальный крутящий момент, Н*м 205 

Редуктор С ЭЦ зацеплением 

КПД трансмиссии 93% 
Мощность генератора, л.с. 11 
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На основе этих данных и с учетом требований к FLYP был разработан 
винт диаметром 2,8 м. Геометрические характеристики винта представле-
ны в таблице 2. Основой для разработки послужила кривая, образуемая из 
точек аэродинамического профиля NACA 23012 хордой 0.2 м с носком в 
начале координат. 

Все сечения, кроме концевого, повернуты относительно хорды на 
25%. Концевое сечение повернуто относительно начала координат. 

Таблица 2 
Геометрические характеристики винта 

Относительный радиус r/R Крутка, град Хорда, м Отн. толщина с/b, % 
0.2 18 0.2975 15 
0.45 18 0.2825 12 
0.5 17 0.275 12 
0.55 17 0.2675 12 
0.6 16 0.26 12 
0.65 16 0.2525 12 
0.7 15 0.245 12 
0.9 9 0.2 9 
1 6 0.1 6 

 
Расчет создаваемой тяги производился с помощью метода численного 

интегрирования по радиусу и азимуту, описанный в [8]. Результат расчета 
представлен на рисунке 2. 

 
Рис. 2. Тяга и потребная мощность изолированного винта диаметром 2.8 м 

С учетом общего веса FLYP, равного 367 кг, был получен запас тяги 
равный 245 кгс, что обеспечивает выполнение заданных требований. 
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Рис. 3. Масштабная модель FLYP 

Разработка масштабной модели. Для исследования динамических 
характеристик и отработки законов управления создана уменьшенная мо-
дель разрабатываемой беспилотной авиационной платформы в масштабе 1 
к 5. В данной масштабной модели учитываются массово-инерционные ха-
рактеристики и соблюдается отношение максимальной тяги к суммарной 
массе FLYP. При этом на масштабной модели используются автопилот и 
набор датчиков соответствующие оборудованию полномасштабного аппа-
рата. На рисунке 3 представлена масштабная модель с установленной ра-
мой для отработок на стенде взлёта/посадки. 

Разработка автопилота. Задачей разработанного автопилота для 
FLYP является обеспечение полностью автоматического полета по полет-
ному заданию, формируемому на наземном пункте управления.  

Используется следующая датчиковая группа: IMU-сенсор (включаю-
щий в себя акселерометры, гироскопы и магнитометры), барометр, лазер-
ный высотомер, GPS и ГЛОНАСС. Стоит отметить, что в полноразмерной 
версии дополнительно используются датчики тока, температурные датчи-
ки, датчики давления на ДВС, датчики уровня жидкости в топливных ба-
ках и GPS-компас. Использование последнего связано с высоким магнит-
ным полем генератора, вносящим помехи в работу магнитометра. 

Для синтеза алгоритмов управления автопилота первоначально с ис-
пользованием специально разработанных стендов были получены переда-
точные функции объекта управления по каналам крена, тангажа и рыска-
ния. Уравнения зависимостей перемещения по высоте и горизонту были 
получены аналитическим путем. 

Верификация полученных зависимостей по всем каналам производи-
лась после разработки автопилота путем летных испытаний масштабной 
модели с замкнутым контуром системы автоматического управления. 

На основе полученных передаточных функций разработана двухуров-
невая структура автопилота: внутренний уровень - обеспечение управле-
ния и стабилизации по углам крена, тангажа и рыскания (рисунок 4); 
внешний уровень - обеспечение управления и стабилизации по глобаль-
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ным прямоугольным координатам X, Y и Z (рисунок 5). Синтез законов 
управления производился поканально с использованием типовых и много-
режимных ПИД-регуляторов, изменяющих свою структуру исходя из ре-
жима полета. 

 

Рис. 4. Внутренний контур автопилота 

 
Рис. 5. Внешний контур автопилота 

Для целей отладки и испытаний возможно отключение верхнего 
уровня автопилота и управление аппаратом при помощи пульта дистанци-
онного управления через радиоканал. 

Моделирование и летные эксперименты масштабной модели. На 
рисунках 6 и 7 представлены результаты летного эксперимента при полете 
по заданному маршруту. На рисунке 6 представлена реакция полученных 
ранее передаточных функций каналов крена, тангажа, рыскания и высоты 
на управляющие команды, полученные при моделировании и из экспери-
мента. На рисунке 7 желаемая траектория полета изображена пунктирной 
линией.  

Полученные результаты подтверждают работоспособность системы 
управления и эффективность выбранной схемы аппарата. Сходимость ре-
зультатов моделирования и летных экспериментов равняется 98%, что 
подтверждает правильность полученных зависимостей по каналам танга-
жа, крена, рыскания и высоты. 
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Рис. 6. Графики изменения углов крена, тангажа, рыскания и высоты, полученные при 

выполнении полетного задания 

 

 
Рис. 7. Траектория полета по маршруту 

Заключение. С использованием указанных выше данных собран пол-
номасштабный прототип FLYP. В 2016 году были проведены первичные 
летные испытания и испытания в аэродинамической трубе      Т-101 ЦАГИ 
им. профессора Н. Е. Жуковского, которые подтвердили предварительные 
расчеты по возможности создания необходимого запаса тяги.  По резуль-
татам испытаний были уточнены аэродинамика, тяговые и моментные за-
висимости при крейсерской и максимальной скоростях полета. 
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На данный момент проводятся стендовые и летные испытания второго 
прототипа FLYP с целью повышения качества и безопасности полетов. На 
рисунке 8 представлен второй прототип FLYP и его летные испытания. 

  
а   б 

Рис. 8. а) Модель второго прототипа FLYP и б) его летные испытания  

При разработке FLYP удалось эффективно обойти фундаментальные 
ограничения мультикоптеров по грузоподъемности и продолжительности 
полета за счёт разделения функций маршевых винтов с ДВС, создающих 
основную тягу, и малых электродвигателей с высоким быстродействием, 
обеспечивающих управление. 

С учетом повышенной грузоподъемности и большого времени авто-
номной работы данный летательный аппарат может быть использован для 
доставки грузов, мониторинга и опыления в сельском хозяйстве. 

Технические решения, используемые во FLYP защищены патентами 
РФ N143505, 146731 и Международной заявкой № PCT/US16/18334. При 
этом при подготовке международной заявки было изучено более 1200 рос-
сийских и зарубежных патентов. Патентный поиск подтвердил новизну 
технических решений FLYP. 
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Введение. Дискретное управление непрерывными процессами стало 
популярным в теории управления с ростом использование компьютеров и 
коммуникационных сетей (включая сеть интернет). Эти сети могут быть 
значительно загруженными, что накладывает информационные ограниче-
ния при передаче данных по каналу связи. В результате разумным стано-
виться передавать по сети только такое количество информации, которое 
реально необходимо для достижения поставленной цели управления. Та-
ким образом, возникает задача анализа влияния сетевых аспектов (кванто-
вания по уровню, запаздывания, дискретизации по времени и т.д.) на ус-
тойчивость системы. Также для уменьшения количества передаваемой по 
сети информации можно использовать так называемое "событийное управ-
ление" (event-triggered control) [1,2,3,4], которое позволяет избегать пере-
дачи пакета данных, когда обновленный входной сигнал не приведет к 
значительному изменению выходного сигнала. 

В работе рассматривается задача управления энергией нелинейной 
гамильтоновой системы в условиях сетевых ограничений. Данная пробле-
ма является нетривиальной, так как, в отличие от большинства работ, по-
священных сетевому управлению,  где основной целью является традици-
онная стабилизация системы в точке равновесия, в данном случае имеет 
место задача стабилизации многообразия. Подход продемонстрирован на 
примере управления энергией маятника. В качестве номинального управ-
ления выбран регулятор, основанный на методе скоростного градиента [5], 
который позволяет стабилизировать систему в произвольно заданном 
уровне энергии в случае отсутствия квантования (запаздывания, дискрети-
зации). Далее эффект сетевого воздействия представляется в виде допол-
нительной ошибки входного сигнала, после чего используется ляпуновская 
теория для анализа устойчивости. В качестве кандидата для функции Ля-
пунова выбирается квадрат отклонения текущего уровня энергии от же-
лаемого. После дополнительного анализа показано, что в случае присутст-
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вия сетевых аспектов функция Ляпунова не является всюду убывающей, 
однако, периоды и величины возможного возрастания ограничены, а убы-
вающее поведение является доминирующим. В результате получены оцен-
ки ширину области начальных данных и области притяжения, в которую 
траектория входит за конечное время. 

Постановка задачи. Рассмотрим уравнение маятника  

   (1) 

 где  – угол отклонения (  в нижнем положении),  – управляющий 
вращающий момент,  – гравитационная постоянная,  и  – масса и длина 
маятника соответственно. Обозначим вектор состояния систеы (1) через 

, . 
Предположим, что  – полная энергия маятника, т.е.  

 

а начальный уровень  лежит между  и , где   – некоторая 
положительная величина. 

Рассмотрим следующий закон обратной связи  

   (2) 

 где , и  ( ) – целевой уровень энергии. 
Алгоритм управления (2) основан на  методе скоростного 

градиента [5, 6] и обеспечивает достижение следующей цели:  

   (3) 

 где целевая функция задана в виде 
 

Рассмотрим множество Пусть множество 
 является конечным подмножеством 

множества , где . Рассмотрим квантователь 
, предложенный в [7]. Предположим, что 

 – области квантования такие, что . 
Следовательно,  для всех , . Когда  не принадлежит 
объединению областей квантования, квантователь насыщается, т.е. 

, если . 
Предположим, что для измерения вектора состояния  доступны 

только квантованные сигналы . Тогда закон управления (2) не приме-
ним. Следовательно, вместо непрерывного управления (2) рассмотрим 
квантованный по состоянию закон   

  . (4) 
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Отметим, что поскольку квантование осуществляется по состоянию, 
правая часть дифференциального уравнения (1), (4) является разрывной. 
Решения дифференциального уравнения (1), (4) понимаются в смысле 
решений по Филиппову [8]. 

Также рассмотрим случай дискретизации управляющего сигнала (2) 
по времени 

   (5) 

 где последовательность  является последовательностью моментов 
квантования , . 

Рассмотрим два различных способа генерации последовательности 
.   

    •  Переменное квантование ([9]). Предположим, что  

   (6) 
 где  и  – положительные величины.  

    •  Непрерывный событийный генератор (event-trigger). 
Предположим, что временнАя последовательность   генерируется с 
помощью непрерывного событийного генератора  [4]:  

   (7) 

 где  и .  
Кроме этого, рассмотрим регулятор (2) с постоянным запаздыванием 

по времени: 

   (8) 

где  
Поскольку вместо непрерывного регулятора (2) используются 

регуляторы (4), (5) или (6), цель управления (3) не достижима. Поэтому 
вместо цели (3), рассмотрим следующую цель управления:  

   (9) 

 где . 
Таким образом, задача состоит в нахождении условий достижения 

(9) в случаях, когда обратная связь квантуется по уровню, времени или 
содержит временную задерку. Другими словами, требуется определить 
оценку  цели (9) в зависимости от границы ошибки квантователя (в 
случае регулятора (2)), границы  интервалов дискретизации (в случае 
регулятора (5), (6)), величины  (в случае регулятора (5), (7)) или 
величины запаздывания  (в случае регулятора (8)).  

Основной результат. Рассмотрим замкнутую систему (1), (2) с 
дополнительной ошибкой :  
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   (10) 

 где  
  (11) 
Пусть  – положительная величина, удовлетворяющая условию 

. Рассмотрим следующие функции скалярной 
переменной  с параметром :  

 

Определим для любых  множество  
 

Для формулировки основного результата требуется следующая лемма, 
доказательство которой аналогично доказательству Теоремы 1 в  [10].  

Лемма 1  Пусть следующая система неравенств 

   (12) 

 разрешима относительно . Тогда для любого решения  системы 
(12) и любых начальных условий  траектории 

замкнутой системы (10) удовлетворяют  для всех 

, и существует  такое, что  для всех 

, где 

   (13) 
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   (14) 

 т.е. цель (9) достигается при , определенном в (13).  
Рассмотрим систему (1) замкнутую квантованной обратной связью 

(4). 
Теорема 1.  Пусть система неравенств (12) разрешима 

относительно  при  

 
где  и   – границы на ошибку квантования по компонентам  и  
соответственно, а  Тогда для любого ее решения  и 
любых начальных условий  

 

траектории замкнутой системы (1), (4) удовлетворяют  
 

и существует  такое, что 

 

для всех , где  и  определены в (13) и (14).  

Доказательство результата Теоремы 1 можно найти в [10]. 
Рассмотрим теперь систему (1), замкнутую квантованной по времени 

обратной связью (5), когда последовательность моментов переключения 
генерируется с помощью событийного генератора (7). Главной задачей при 
использовании событийного генератора является  обеспечение отсутствия 
так называемого Зено (Zeno)-поведения, когда может произойти генерация 
бесконечного числа моментов за конечный промежуток времени. 

Введем следующие обозначения: 

 

 
 Следующая теорема доказывает отсутствие Зено-поведения у 

системы и устанавливает оценки на область сходимости для событийного 
генератора (7).  

Теорема 2. Рассмотрим замкнутую систему (1), (5), (7). Следующие 
утверждения являются верными:   

    1.  Для всех  и  выполнены неравенства:  

   (15) 
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 где  

2.  Пусть система неравенств (12) разрешима относительно  
при . Тогда для любого ее решения  и любых начальных 
условий  

 

траектории замкнутой системы (1), (5), (7) удовлетворяют  
 

и существует  такое, что 

 

для всех , где  и  определены в (13) и (14) соответственно для 

.  
Доказательство. Часть 1.  Легко видеть, что для    выполнено 

   (16) 

 и  

   (17) 

 Тогда  

   (18) 

 и  

   (19) 

 Прямыми вычислениями получаем  
 

   (20) 

 Из (16)–(20) следует, что  

   (21) 

 Таким образом, для  из (7), (21) и равенства  получаем 
(15). 

Часть 2. Система (1), (5) может быть переписана в форме (10), где из 
условия переключения в (7) следует, что  

   (22) 

 Тогда утверждение части 2 следует из Леммы 1. Теорема 2 доказана.   
Теперь рассмотрим случай переменных интервалов дискретизации  (6).  
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Теорема 3.  Пусть система неравенств (12) разрешима 
относительно  при , где  

 
Тогда для любого ее решения  и любых начальных условий  

 

траектории замкнутой системы (1), (5), (6) удовлетворяют  
 

и существует  такое, что 

 

для всех , где  и  определены в (13) и (14) соответственно для 

.  
 Доказательство. Перепишем замкнутую систему (1), (5), (6) в 

форме (10), где  Тогда из Леммы 1 следует, что 
достаточно проверить неравенство  

   (23) 

 для .  

Так как  получаем  Тогда неравентсва 

(18) и (19) выполнены при , и так как 

, неравенство (23) следует из (20).   
Замечание. Условия для системы с запаздыванием (1), (8) получаются 

аналогично Теореме 3, где роль параметра  играет величина запазды-
вания . 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 17-08-
01728) и СПбГУ (тема 6.38.230.2015). 
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МНОГОПРОДУКТОВАЯ МОДЕЛЬ ПРОИЗВОДСТВА НА ОСНОВЕ 
РЕГИСТРОВ БУХГАЛТЕРСКОГО УЧЕТА 

Р.Т. Сиразетдинов , Д.С. Марков   
(КНИТУ-КАИ, 420111, Казань, К.Маркса, 10)  

E-mail: tm@tm.kstu-kai.ru 

MULTI PRODUCTION MODEL OF PRODUCTION BASED ON AC-
COUNTING REGISTERS 

R.T. Sirazetdinov ,  D.S. Markov  
(KNRTU-KAI, 420111, Kazan, K.Marks str., 10) 

Keywords: multi production, dynamic modeling, accounting registers 

Введение. Данные научные исследования ведутся в рамках научной 
школы моделирования и управления сложными системами академика Ака-
демии наук Республики Татарстан Т.К. Сиразетдинова, которая развивает-
ся в КНИТУ-КАИ. 

Постановка задачи. Строится дискретная динамические математиче-
ские модель многопродуктового производства. Модель строится на основе 
структуры бухгалтерского учета, что позволяет легко идентифицировать 
параметры модели и интерпретировать результаты моделирования. 

В основу математической модели предприятия с многопродуктовой 
системой производства положена структурная модель бухгалтерского сче-
та [1, 2] и математическая модель счета, которая в алгебраическом виде 
описывается следующим образом [3-5]: 

 (1) 
где: 

 – сальдо на текущий момент времени; 
 – сальдо на предыдущий момент времени; 

 – оборот по дебету - входящий поток; 
 – оборот по кредиту - выходящий поток; 

  – период дискретности. 
На рис.1. изложена блок схема производственной части финансово-

хозяйственной деятельности предприятия, в агрегированном виде. 

 
Рис.1. Агрегированная схема производственной модели 
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На этой схеме отражены следующие элементы: 
S10 – склад сырья и материалов; 
S70 – расчет по оплате труда; 
S01-02 – основные средства; 
S20 – основное производство; 
S43 – склад готовой продукции. 

Этими же обозначениями определяются остатки соответствующих счетов. 
Объемы средств, перемещающихся между блоками за период   ,  т.е. по-
токи, обозначены следующим образом:   

U1 – отпуск материалов в производство; 
U2 – учет заработной платы; 
U3 – амортизация основных средств; 
U4 – выпуск готовой продукции. 
Схема работает следующим образом. Со склада материалов S10, по-

ступают ресурсы U1 на основное производство S20. Рабочие выполняющие 
работу на предприятии отдают свой труд в эквиваленте зарплаты U2, кото-
рый учитывается на S70. Аналогичным путем учитывается износ основных 
средств S01-02  как амортизация. Поток готовой продукции U4 поступает на 
склад S43. 

Исходя из выражения (1), распишем формулу для производственного 
блока: 

 (2) 

Задавая программу выпуска готовой продукции  за период ,  
определяется необходимое количество материалов, труда и оборудования 
для производства: 

 

   (3) 

где: 
 –объем материалов, необходимый для производства  ; 

 –фонд рабочего времени, необходимый для производства ; 

 –фонд станочного времени, необходимый для производства ; 

 – коэффициент материалоемкости на выпуск единицы продукции; 
 - коэффициент трудоемкости на выпуск единицы продукции; 
 - коэффициент станочного времени, требуемого для выпуска еди-

ницы продукции. 
На каждом рассматриваемом интервале времени  количество 

имеющихся в наличии ресурсов ограничено следующими величинами: 
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 – объем материалов; 
 – фонд рабочего времени; 
 – фонд станочного времени. 

Тогда реализуемая на каждом интервале времени производственная 
программа  ограничена и определяется выражением: 

 

(4) 

Определив реализуемую программу выпуска по выражению (4),  рас-
считывается требуемое количество ресурсов для производства по форму-
лам (3).  

Приведенные выше выражения рассматривались для скалярных вели-
чин ,  и . Однако они справедливы и для векторов, т.е.  когда в 
производстве используется несколько видов материалов, несколько видов 
квалификации трудовых ресурсов, несколько видов оборудования. Про-
грамма выпуска может быть ограничена любым из рассматриваемых ком-
понент. В случае же многопродуктового производства, когда  являет-
ся векторной величиной,  выражение (4), ограничивающее программу вы-
пуска, заменяется системой неравенств, в правой части которой находятся 
запасы ресурсов на соответствующем интервале времени . 

Вышеизложенный подход лег в основу динамической модели финан-
сово-хозяйственной деятельности предприятия и алгоритмов прогнозиро-
вания его функционирования. Он позволяет решать задачи анализа и про-
гнозирования деятельности производственного предприятия или группы 
предприятий, основываясь на имеющихся ресурсах предприятия и воз-
можной ситуации на рынках. 
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НАВЕДЕНИЕ  И  УПРАВЛЕНИЕ  ОРИЕНТАЦИЕЙ  
ИНФОРМАЦИОННОГО СПУТНИКА В НАЧАЛЬНЫХ  РЕЖИМАХ 

Е.И. Сомов,  С.А. Бутырин  (СамГТУ, Россия, 443100, Самара, 
Молодогвардейская, 244)  E-mail: e_somov@mail.ru  butyrinsa@mail.ru  

GUIDANCE AND ATTITUDE CONTROL OF AN INFORMATION 
SATELLIE IN THE INITIAL MODES 

Ye.I. Somov. S.A. Butyrin  (SamSTU, Russia, 443100, Samara)  

Keywords: spacecraft, guidance, attitude control, initial modes 

Введение. После отделения информационного спутника от ракеты-
носи-теля и механического раскрытия его солнечных батарей (СБ) косми-
ческий аппарат (КА) кувыркается – вращается с вектором угловой скоро-
сти ωωωω  произвольного направления в связанной с корпусом КА системе ко-
ординат (ССК) и модулем до 5 град/c. В результате выполнения начальных 
режимов ориентации КА угловое положение ССК должно быть стабилизи-
ровано в орбитальной системе координат (ОСК), в частности совпадать с 
ОСК. В составе начальных режимов ориентации КА традиционно выделя-
ют [1] успокоение (остановка вращения), определение ориентации (воз-
можно с поиском внешних ориентиров), поворотные маневры (ПМ) для 
приведения ориентации КА к заданной (например, в ОСК) и поддержание 
такой ориентации при подготовке бортового оборудования системы управ-
ления ориентацией (СУО) для последующего выполнения основных режи-
мов. Например, начальные режимы ориентации геостационарного спутни-
ка связи SESAT, созданного АО «Информационные спутниковые системы 
им. акад. М.Ф. Решетнева» [2], выполнялись с помощью приборов ориен-
тации на Солнце, Землю и широтно-импульсного управления реактивными 
двигателями (РД) с поиском Солнца, Земли [3,4] и угловой стабилизацией 
КА в ОСК при разгоне ротора гироскопического стабилизатора.   

В статье предлагается оригинальная схема выполнения начальных 
режимов ориентации информационного спутника на произвольной орбите 
высотой от 600 до 1500 км с применением бесплатформенной инерциаль-
ной навигационной системы (БИНС), корректируемой сигналами кластера 
звёздных датчиков и спутников навигационных систем ГЛОНАСС/GPS. 
Приводятся результаты исследования динамики таких режимов СУО КА 
землеобзора на солнечно-синхронной орбите высотой 720 км. 

Математические модели. При выполнении режима успокоения КА в 
приборном составе его СУО предусмотрены гироскопические датчики уг-
ловой скорости (ДУС) для измерения вектора угловой скорости ωωωω ,  магни-
тометры для измерения вектора индукции B  магнитного поля Земли, дви-
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гательная установка (ДУ) на основе 8 РД малой тяги (рис. 1) и магнитный 
привод (МП) с цифровым управлением вектора электромагнитного момен-
та (ЭММ) L . Астроинерциальная система определения углового положе-
ния (СОУП) входит в состав БИНС. Основным электромеханическим при-
водом в составе СУО является кластер четырёх реактивных двигателей-
маховиков (ДМ) по схеме General Electric, рис. 2, которая обладает воз-
можностью  управлять ориентацией КА при отказе любого одного маховика.  

 

 

Рис. 1. Схема ДУ на основе восьми РД малой тяги 

 

 
 

Рис. 2. Схема General Electric (a) and оболочка  её  КМ (b) 

 

В ССК xyzO  оси вращения ДМ располагаются на поверхности конуса 
с углом полу-раствора γ . Используются стандартные обозначения 

}{)(col ⋅=⋅ , ][)(line ⋅=⋅ , t)(⋅ , ][ ×a  и ⋅~,o  для  векторов, матриц и кватернио-
нов, γ≡γ cosC , γ≡γ sinS , применяется вектор модифицированных пара-
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метров Родрига (МПР) )4/(tg}{ Φ=σ= eiσσσσ  с традиционными обозначе-
ниями орта Эйлера e  и угла Φ  собственного поворота, который взаимно-
однозначно связан с кватернионом ΛΛΛΛ  прямыми )1( 0λ+= λ/λ/λ/λ/σσσσ  и обратными 

)1/()1( 22
0 σ+σ−λ = , )1/(2 2σ+= σσσσλλλλ  соотношениями. Стандартным обра-

зом вводятся инерциальная система координат (ИСК) и ОСК oooO zyx , ква-

тернион oΛΛΛΛ  и углы ориентации ССК относительно ОСК по крену 1φ , рыс-
канию 2φ  и тангажу 3φ , которые используются в последовательности 312 
при индексах осей ≡= 3,2,1i  zyx ,,31 ≡÷ . Кватернион ориентации КА в 

ИСК представляется как o

o ΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛ o= , где oΛΛΛΛ – кватернион ориентации 

ОСК в  ИСК. Орты pe , 81÷=p , осей сопел 8 РД и векторы pρρρρ  точек pO  

приложения вектора тяги РД  в ССК представляются столбцами. Каждый 
РД имеет широтно-импульсную модуляцию (ШИМ) тяги с периодом e

uT  и 

временным запаздыванием e

zuT , что описывается нелинейным непрерывно-

дискретным соотношением )v,,PWM(P)( em
rpmrzup ,tTttp τ−=  ),[ 1+∈∀ rr ttt .  
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vsign
)v,PWM(

1++∈
+∈



≡

rrpr

rprrrp

rpmr ttt

,ttt
,t,t

τ
τ

τ ; 

 
|v|)|v|,(sat

|v|0
e





>
≤

=
mrprpu

mrp

rp T τ
τ

τ , 

e

ur Trt = ,  e

1 urr Ttt +=+ ; )0,1,2,3...[N0 ≡∈r , где mP  –  номинальное значение 
тяги, одинаковое для всех РД в составе ДУ. В ССК вектор тяги p -го РД  

вычисляется по формуле ppp tpt eP )()( −= , а векторы силы eR  и момента 
eM  двигательной установки  – по соотношениям )(e tpPR Σ=  и 

)(][}{ ee tm ppi PM ×Σ=≡ ρρρρ . 

Модель углового движения корпуса КА принимается в простейшем 
виде 

 ω/2ω/2ω/2ω/2ΛΛΛΛΛΛΛΛ o& = ; demr][ MMMMGJ ++++×+ ωωωωωωωω& , ft MMA −=+γ h&&ωωωωrJ .   (1) 

Здесь при ωωωωJK =  вектор Η+= KG  представляет кинетический момент 
(КМ) электромеханической СУО, столбцы }{ iH=Η  и }{ prp J Ω== hh , 

41÷=p  –   КМ кластера и отдельных ДМ, причем hΗ γ= A , где матрица 

γA  составлена из ортов осей вращения ДМ в ССК; *
Η−=rM  – управляю-

щий момент кластера ДМ, где *)(⋅  – символ локальной производной по 

времени; вектор механического момента МП BLM ×−== }{ mm

im , где век-
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тор электромагнитного момента (ЭММ) }{ il=L  с ограниченными компо-

нентами ml|| ≤il  и вектор индукции магнитного поля Земли BbB =  с ор-

том b  определены в ССК; векторы-столбцы }{ pm=M  и }{ ff
pm=M  пред-

ставляют управляющие моменты и моменты сил сухого трения по осям 
вращения ДМ, а вектор dM  – внешние возмущающие моменты. Ресурсы 
каждого ДМ по управляющему и кинетическому моментам ограничены,  

mm h|)(|,m|)(| ≤≤ ttm pp h , 41÷=p . 

Если задано программное угловое движение КА )(),(),( ttt ppp ωωωωωωωωΛΛΛΛ &  в 

ИСК, то кватерниону рассогласования ΛΛΛΛΛΛΛΛ ope
~

),( 0 == eΕ  с вектором 

}{ ie=e  соответствует вектор параметров Эйлера },{ 0 ee=EEEE , матрица 
t
e3e ][2)( QeIC ×−=EEEE , где ][03e ×+= eIQ e  и вектор погрешности ориентации 

}{=}{δφ=δ ii ee02φφφφ . 

Алгоритмы широтно-импульсного управления. Для схемы ДУ на 
рис. 2 орты pr  векторов pρρρρ  вычисляются как /ρ= pp ρρρρr , где 

2/1222 )( zyx bbb ++=ρ  является модулем точек pO  приложения векторов тяги 

РД  в ССК. При обозначениях  
}{ rpr τ=ττττ ;  ]}[],{[e

ppp ereD ×= ; mP/~ pp Rr = ;  )P/(~ mρ= pp Mm ;  

}~,~{ ppp mrt = , 

где векторы pR  и pM  представляют заданные в ССК импульсы векторов 
сил RR =e  и моментов MM =e  ДУ, проблема заключается в решении 
векторного уравнения p

r tD =ττττe , 8
+∈ Rrττττ , 6Rp ∈t  при условии 

e0 urp T≤τ≤ 81÷=∀p  относительно компонентов вектора-столбца 

}{ rpr τ=ττττ , когда прямоугольная матрица eD  и вектор-столбец 6Rp ∈t  зада-

ны. При использовании псевдообратной матрицы 1teete#e ))(()()( −≡ DDDD  

разработанный закон распределения длительностей rpτ  тяги всех 8 РД на 

каждом полуинтервале времени ),[ 1+∈ rr ttt  ШИМ их тяги с периодом e
uT  

имеет простую алгоритмическую форму [5]:  

                        
./~~)~(max

),(min:~;)(}{
ee

#e

qTthenTqif rpurprpurp

rprprp

p

rpr

τ−τ=τ>τ≡ 

τ−τ=τ=τ≡ )))) gtDττττ
                      (2) 

Искомые векторы тяги R  и момента M  ДУ определяются как 
)(~P)( m tt rR =  и )(~P)( m tt mM ρ= . В задаче успокоения КА потребный им-

пульс вектора сил ДУ 0R =p , поэтому здесь соблюдается условие 
0rR == )(~P)( m

rr tt . 
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На первом этапе режима успокоения КА с помощью ДУ для каждого 
полуинтервала ),[ 1+∈ rr ttt  с периодом e

uT  формируются команды для 

вектора rrr aKMM −== e  управляющего момента ДУ, где )( rr tKK =  и 
)( rr tωωωωωωωω = . При этом определяется вектор потребной вариации импульса 

(pulse) этого момента  

                ))exp(1()()(I 11eee e

ur

t

t

t

trr

p

r aTdad r

r

r

r

−−−= ττ−=ττ≡∆≡ ∫∫
++ KKMeM              

с модулем eI r∆  и ортом rrrr K/e Kke == , далее эта команда поступает на 
ДУ с ШИМ тяги РД. Ограниченность вектора момента ДУ )(trM проявля-
ется в последней строке алгоритма (2), поэтому для обеспечения эконо-
мичности режима успокоения КА по расходу топлива ДУ определяется та-
кое значение постоянного параметра 0>a , при котором сначала реализу-
ется ШИМ управления РД по типу «максимального быстродействия», а за-
тем следует переход к широтно-импульсному управлению РД по типу 
«минимального принуждения» [5]. 

Дискретная фильтрация и цифровое управление. Второй этап ре-
жима успокоения выполняется магнитным приводом с цифровым управле-
нием его ЭММ. Здесь в моменты времени rt  с периодом m

uT  вычисляется 
вектор потребной вариации импульса момента МП 

))exp(1(I mmmm
urrr

p

r aT−−−=∆≡ KeM  с модулем mI r∆  и ортом rr ke =m  в ССК. 
Для формирования цифрового управления магнитным приводом (вектора 
ЭММ) }{ rir l=L  на периоде m

uT  вычисляется орт rrr B/Bb =  и определяет-

ся взаимная ориентация ортов rb  и m
re  в ССК. Если )3/cos(|),(| m

r π>reb , то 
на текущем периоде дискретности МП не включается, иначе формируется 
вектор ЭММ rrrurr BT /))(/I( mmm ebL ×∆−=  с ограниченными компонентами 

ml|| ≤irl . Описанный алгоритм цифрового управления МП применяется 

также для разгрузки кластера ДМ от вектора накопленного КМ. 
Для кластера ДМ принципиальная проблема заключается в распреде-

лении векторов его кинетического Η и управляющего *
Η−=rM  моментов 

между четырьмя ДМ. Для решения этой проблемы используется скалярная 
функция настройки, которая обеспечивает однозначное распределение 
векторов Η и rM  по явным аналитическим соотношениям. В СУО приме-
няются дискретная рекуррентная фильтрация сигналов СОУП с периодом 

pT , цифровой закон управления кластером ДМ с периодом uT , компенса-

ционная схема разгрузки от накопленного КМ с помощью цифрового 
управления МП с периодом m

uT  и компенсация влияния моментов сил су-

хого трения f
pm  по осям вращения ДМ с использованием дискретного на-

блюдателя Луенбергера [6]. 
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Постановка задачи. Задача состоит в исследовании новой схемы на-
чальных режимов ориентации информационного спутника с применением 
БИНС, корректируемой сигналами кластера звёздных датчиков и спутни-
ковых систем ГЛОНАСС/GPS. В этой схеме выполняются следующие ре-
жимы: 

1. начального успокоения (остановки вращения) КА в ИСК с помощью 
экономичного широтно-импульсного управления ДУ и на завершающем 
этапе – цифрового управления МП по сигналам ДУС и магнитометра;  

2. начального включения БИНС, проверки её работоспособности и оп-
ределения как ориентации, так и положения КА в ИСК при выключенных 
ДУ и МП;  

3. начального включения основного контура управления ориентацией 
КА с кластером ДМ и его разгрузкой от накопленного КМ с помощью 
цифрового управления МП, этот режим завершается угловой стабилизаци-
ей КА в ИСК и расчетом на борту КА параметров потребного пространст-
венного поворотного маневра КА на интервале ],[T fip

pp ttt ≡∈ , p

pp Ttt +≡ if  с 

краевыми условиями  
*
ffffffffiiiiii )(;)(;)(;)(;)(;)(;)( εεεεεεεεεεεεεεεεωωωωωωωωΛΛΛΛΛΛΛΛεεεεεεεεωωωωωωωωΛΛΛΛΛΛΛΛ ======= ∗ ppppppp ttttttt   (3) 

при ограничениях на модули векторов )(t    ωωωω , )(t    εεεε  и )(t    εεεε&  для перехода в ОСК;  
4. выполнения ПМ с краевыми условиями (3) и переводом ориентации 

КА по кратчайшему пути в режим регулярной угловой стабилизации КА в 
ОСК. 

 

Рис. 3. Режимы успокоения и начального включения БИНС )1856,0[∈∀t  с 

 
Рис. 4. Завершение успокоения КА с помощью МП и включение БИНС 
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Рис. 5. Электромагнитный момент МП при завершении успокоения КА 

Результаты  компьютерной имитации  начальных режимов. Пусть 
КА выведен на ССО высотой 720 км и при раскрытых панелях СБ его тен-
зор инерции }910587;812;{diag=J  кгм 2 , применяемая ДУ имеет конст-

руктивные параметры 1=xb  м, 7.0=yb  м, 6.0=zb  м, π/3=αe , π/6=βe  

(рис. 2) при номинальной тяге каждого РД 5.0Pm =  Н, периоде ШИМ тяги 
РД 32=e

uT  с и параметрах 25.0e =zuT  с, 2=mτ  с, а используемый МП имеет 
период цифрового управления 4m =uT  с и ограничение 2m Am50l =  на 
компоненты вектора ЭММ.  

На рис. 3 приведены результаты имитации режимов успокоения КА 
для значения вектора }{)0( oo iω== ωωωωωωωω  при 3/5o =ω i  град/с и включения 
БИНС. Здесь при 0015.0=a  )1920,[∈∀t  с шестью периодами 32e =uT  с 
сначала реализуется ШИМ управления РД по типу «максимального быст-
родействия», а затем следует переход к ШИМ управления РД по типу «ми-
нимального принуждения» )192,640[∈∀t  с до выполнения условия 

3.0|)(| o =∆≤ ωt    ωωωω  град/с.  
На полуинтервале времени )1664640,[∈t  с реализуется завершающий 

этап успокоения КА с помощью цифрового управления МП (рис. 4 и 5) до 
выполнения условия 1.0|)(| * =∆≤ ωt    ωωωω  град/с.  

На полуинтервале  времени )1664,1856[∈t  происходит включение 
БИНС, полетная верификация работы и настройка этой системы, здесь ДУ 
и МП выключены, см. рис. 4 и 5. 

 
Рис.6. Ошибки угловой стабилизации КА при включении контура управления 
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Рис 7. Кинетические моменты ДМ при включении контура управления 

 
Рис. 8. Установившиеся ошибки угловой стабилизации КА в ИСК 

Важный третий начальный режим КА реализуется на полуинтервале 
времени )2256 1856,[∈t  с (рис. 6) при первом включении контура управле-
ния ориентацией КА с кластером четырех ДМ и магнитным приводом для 
его разгрузки от накопленного КМ a

Η . Включение этого контура для на-
чальной стабилизации произвольного углового положения корпуса КА в 
ИСК, в котором работоспособен хотя один звездный датчик в составе СО-
УП, выполняется при условии баланса электромеханической СУО по век-
тору КМ 0KG ≡+= Η . При фиксированном угловом положении корпуса 
КА в ИСК вектор 0≡)(t    ωωωω , но «парковое» состояние кластера ДМ с векто-
ром его КМ 0≡Η  реализуется при значениях КМ отдельных ДМ 0≠ph , 

41÷=∀p  в соответствии с применяемым явным законом настройки кла-
стера. Поэтому при включении данного контура происходит переход кла-
стера ДМ к «парковому» состоянию с одновременным «впитыванием» ос-
таточного КМ корпуса и разгрузкой такого КМ кластера ДМ с помощью 
цифрового управления МП. На рис. 6 и 7 приведены ошибки угловой ста-
билизации КА и КМ двигателей-маховиков при включении контура, а на 
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рис. 8 – установившиеся ошибки  угловой  стабилизации корпуса КА в 
ИСК, обусловленные влиянием гравитационного момента. При компью-
терной имитации этого начального режима учитывался дискретный шум 
СОУП с СКО 1m =σ  угл. сек при измерении углового положения КА с пе-
риодом 8/1=pT  с, дискретная фильтрация измерений выполнялась с этим 

же периодом, а цифровое управление ДМ формировалось с периодом 
4/1=uT  с.  

Бортовой расчет закона наведения КА при его ПМ на интервале вре-
мени 2464] 2256,[∈t  с длительностью 208 секунд  с краевыми  условиями 
(3)  в виде 

}0.9879 2.5047, 0.3548,{i −=σσσσ ; 
}0.00066496 ,0.00075912 ,0.00117429{i −=ωωωω рад/с; 

}0.3779 0.4154, 0.1325,{f −=σσσσ ; }2549379630.00105738 0, 0,{f −=ωωωω рад/с вы-
полнен 
 

 
Рис. 9. Векторный сплайновый закон наведения КА для выполнения ПМ 

   
Рис. 10. Погрешности угловой стабилизации КА при выполнении  ПМ 
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Рис. 11. Модуль накопленного  КМ при разгрузке кластера ДМ 

 
Рис. 12. Вектор ЭММ МП при разгрузке кластера ДМ от накопленного КМ 

по аналитическим соотношениям при краткосрочном прогнозе орбиталь-
ного движения КА на основе данных систем ГЛОНАСС/GPS, получаемых 
БИНС. Синтезированный закон наведения ИСК при развороте КА вокруг 
оси Эйлера на угол 99.167  град представлен на рис. 9, где цветами выде-
лены компоненты векторов )(tσσσσ , )(tωωωω  и )(tεεεε  – синим цветом по крену, зе-
леным по рысканию и красным по тангажу, а  модули векторов )(tωωωω  и )(tεεεε  
отмечены  черным цветом. 

    
Рис. 13. Погрешности угловой стабилизации КА  в ОСК  
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Погрешности реализации ПМ КА приведены на рис. 10, процессы при 
разгрузке кластера ДМ – на рис. 11 и 12, а на рис. 13 представлены по-
грешности при завершении ПМ ( 2464 =t  с) и последующей угловой ста-
билизации КА в ОСК.  

Заключение. Предложена новая схема выполнения начальных режи-
мов ориентации информационных КА на низких орбитах с применением 
БИНС, корректируемой сигналами кластера звёздных датчиков и спутни-
ков навигационных систем ГЛОНАСС/GPS. Приведены результаты иссле-
дования динамики таких режимов СУО спутника землеобзора массой 

1000≈  кг на ССО высотой 720 км, которые получены на основе методов 
компьютерной имитации. 

Работа поддержана РФФИ (грант 17-08-01708) и отделением ЭММПУ 
РАН (программа фундаментальных исследований № 13).  
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АНАЛИЗ ДВИЖЕНИЯ ИЗОБРАЖЕНИЯ В КОСМИЧЕСКОМ  
ТЕЛЕСКОПЕ ЗЕМЛЕОБЗОРА ПРИ СКАНИРУЮЩЕЙ СЪЕМКЕ 

Е.И. Сомов, С.А. Бутырин (СамГТУ, Россия, 443100, Самара, 
Молодогвардейская, 244)  E-mail: e somov@mail.ru  butyrinsa@mail.ru 

ANALYSIS  OF  AN IMAGE MOTION  IN A SPACE  LAND-SURVEY 
TELESCOPE  DURING  A SCANNING  OBSERVATION  

Ye.I. Somov, S.A. Butyrin (SamSTU, Russia, 443100, Samara)  

Keywords: a space land-survey, telescope, an image motion, analysis 

Введение. Рассматривается космический аппарат (КА) землеобзора, 
оснащенный телескопом с набором матриц оптико-электронных преобра-
зователей (ОЭП) в его фокальной плоскости (ФП) с взаимным перекрыти-
ем в продольном направлении и сдвигом друг относительно друга в попе-
речном направлении. 

 
 

 

Рис. 1. Схема съемки земной поверхности и формирования изображения 
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Рис. 2. Телескопная и визирная системы координат 

При съемке заданных участков поверхности Земли матрицы ОЭП ра-
ботают в режиме временного запаздывания и накопления (ВЗН). Исполь-
зуются стандартные системы координат (СК) – инерциальная (ИСК, базис 

⊕
I ) и геодезическая Гринвичская (ГСК, базис E ) СК с началом в центре 
Земли 

⊕
O ; горизонтная (ГорСК, базис H ) с эллипсоидальными геодезиче-

скими координатами BL,  и H , орбитальная (ОСК oooO zyx , базис O ) и 
связанная с корпусом КА (ССК xyzO , базис B ) СК с началом в его центре 
масс O , рис. 1. Вводятся также телескопная СК (ТСК, базис S ) с началом 
в центре оптического проектирования S, СК поля изображения iii

i zyxO  
(ПСК, базис F) с началом в центре iO  ФП телескопа и визирная СК (ВСК 

vvv
vO zyx , базис V ) с началом в центре vO  набора матриц ОЭП, рис. 2. 

При известном орбитальном движении КА сканирующая съемка определя-
ется законом углового наведения КА, при котором происходит требуемое 
движение получаемого оптического изображения на поверхности ОЭП. На 
земном эллипсоиде маршрут съемки отображается следом проекций ОЭП, 
составляя полосу захвата. В системе управления ориентацией (СУО) КА 
землеобзора массой до 1000 кг применяются электромеханический привод 
в виде кластера четырёх реактивных двигателей-маховиков (ДМ) по схеме 
General Electric (GE) с разгрузкой накопленного кинетического момента 
(КМ) магнитным приводом (МП) с цифровым управлением и инерциаль-
ная система определения углового положения (СОУП) с коррекцией сиг-
налами от звёздных датчиков. Кратко представляются разработанные ме-
тоды синтеза векторных сплайновых законов наведения, алгоритмы циф-
рового управления кластером ДМ, магнитным приводом и рассматривают-
ся две задачи 

1. обоснования требований к точности перемещения изображения при 
сканирующей съемке с накоплением электронных сигналов по столбцам 
ОЭП; 
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2. разработки методов анализа скорости движения изображения (СДИ) 
и перемещения накопленного электронного изображения в процессе съемки. 

Математические модели. В ССК xyzO  оси вращения четырёх ДМ по 
схеме GE располагаются на поверхности конуса с осью симметрии xO  и 
углом полу-раствора γ . Далее используются обозначения }{)(col ⋅=⋅ , 

][)(line ⋅=⋅ , ),( ⋅⋅ , t)(⋅ , ][ ×a  и ⋅~,o  для  векторов, матриц и кватернионов. Вво-
дятся углы ориентации ССК относительно ОСК по крену 1φ , рысканию 2φ  
и тангажу 3φ , которые применяются в последовательности 312 элементар-

ных поворотов, кватернионы ΛΛΛΛ  ориентации ССК в ИСК и s
eΛΛΛΛ  ориентации 

ТСК в ГСК, а также вектор модифицированных параметров Родрига 
(МПР) )4/(tg}{ Φ=σ= eiσσσσ  с традиционными обозначениями орта Эйлера 
e  и угла Φ  собственного поворота. Вектор σσσσ  взаимно-однозначно связан 
с кватернионом ΛΛΛΛ  прямыми )1( 0λ+= λ/λ/λ/λ/σσσσ  и обратными 

)/()( 22
0 11 σ+σ−λ = , )1/(2 2σ+= σσσσλλλλ  соотношениями.  

Пусть Η+= ωωωωJG  является вектором суммарного КМ электромехани-
ческой СУО, столбцы }{ iH=Η  и }{ prp J Ω== hh , 41÷=p  представляют 

КМ кластера и отдельных ДМ, которые связаны соотношением hΗ γ= A , 

где матрица γA  составлена из ортов осей вращения ДМ; вектор rM  управ-

ляющего момента кластера ДМ формируется в виде *
Η−=rM , где *)(⋅  – 

символ локальной производной по времени, вектор )( fMMAM −−= γ
r , 

где столбцы }{ pm=M  и }{ ff
pm=M  представляют управляющие моменты и 

моменты сил сухого трения по осям вращения ДМ; вектор механического 
момента МП BLM ×−== }{ mm

im , где вектор электромагнитного момента 

}{ il=L  с ограниченными компонентами ml|| ≤il  и вектор индукции маг-
нитного поля Земли BbB =  с ортом b  определены в ССК, а ресурсы каж-
дого ДМ по управляющему и кинетическому моментам ограничены: 

mm h|)(|,m|)(| ≤≤ ttm pp h . Пусть дискретное измерение кватерниона 
n

lll

mm

l tt ΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛ o)()( ≡=  ориентации КА с помощью СОУП выполняется с 

периодом pT , где кватернион )( l

nn

l tΛΛΛΛΛΛΛΛ =  представляет центрированный 

гауссовский шум, pll Ttt +=+1 , ,...)2,1,0[N0 ≡∈l , а дискретное измерение уг-

ловых скоростей вращения ДМ )( spps tΩ=Ω  – в моменты времени st  с пе-

риодом qT , qs1s Ttt +=+ , 0N∈s . Будем также считать, что в моменты време-

ни kt  с периодом uT , ukk Ttt +=+1 , 0N∈k  формируется цифровое управление 

ДМ, а в моменты времени rt  с периодом m

uT , m

urr Ttt +=+1 , 0N∈r  – цифро-
вое управление МП. 
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Если корпус КА считать свободным твердым телом с тензором инер-
ции J , то при наличии баланса СУО спутника по вектору КМ 

0JG ≡+= Ηωωωω  модель динамики углового движения КА принимает вид 
εεεεωωωω =&  с вектором ускорения r1MJ−=εεεε , а модель углового движения КА – 

кинематическое представление 
            )/2()()( ttt     ωωωωΛΛΛΛΛΛΛΛ o& = ;   )()( tt εεεε        ωωωω =& ;    v==∗ )()( tt εεεεεεεε & .                           (1) 

Модули векторов )(tωωωω , )(t    εεεε  и )(t    εεεε∗  ограничены, ω≤|)(| t    ωωωω , ε≤|)(| t    εεεε  

и ∗∗ ε≤|)(| t    εεεε , что обусловлено ограниченностью областей вариации векто-

ров КМ H и управляющего момента ∗−= Η
rM  кластера ДМ, а также до-

пустимым темпом его изменения. Пусть ортогональная матрица ||~||
~

ijc=C  

определяет ориентацию ТСК относительно ГСК, а скалярная функция 
)(tD  представляет дальность наблюдения вдоль оси визирования с ортом 

sνννν , рис. 1. Представление координат произвольной точки M  в основной 

плоскости пространства предметов cP  (см. рис. 1) непосредственно в опти-

ческом базисе }{ isS =  и применение классических соотношений централь-

ной проекции теории оптических систем приводит к следующим форму-
лам связи координат точки M  и её отображения ),(M' ii zy  в основной 

плоскости i

i

i zy O  базиса F : 

113121
~/)~~~~(1,/;/~;/~ czcycqqDxxzzxyy iiiisssissi +−≡−≡−=−= . 

Здесь e

ii fyy /~ =  и e

ii fzz /~ =  являются нормированными фокальными 

координатами указанной точки, где ef – эквивалентное фокусное расстоя-

ние телескопа. Пусть далее векторы-столбцы }{ ee
s

i

s ω=ωωωω  и }{v ee
s

i

s =v  пред-

ставляют в ТСК соответственно векторы абсолютной угловой скорости и 
скорости поступательного движения центра масс КА относительно ГСК. 
Тогда продольная )~,~(

~ iii

y zyV  и поперечная )~,~(
~ iii

z zyV  компоненты вектора 

)~,~(
~ iii zyV  нормированной СДИ точки ),(M' ii zy  вычисляются по явному 

соотношению  
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i

i
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iii
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iii

y

yq

zq

zyq
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y
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y

zyV
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1e2e1e
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~v~

~v~
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10~
01~

~

~

)~,~(
~

)~,~(
~

&

&
,               (2) 

где )(/vv~ ee tDs

i

s

i = , 313,2,1 ÷≡=i .  

Потребная точность перемещения изображения при сканирова-
нии. Основной режим работы СУО КА наблюдения – поддержание про-
граммной ориентации телескопа с такой позиционной и/или скоростной 
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точностью, при которой ухудшение качества получаемой информации за 
счет погрешностей этой системы будет не больше заданного. Здесь важ-
ными характеристиками являются: (i) точность наведения оси визирования 
телескопа на объект наблюдения; (ii) точность гидирования (слежения), 
которая представляет вариации перемещения изображения объекта отно-
сительно среднего положения. Для получения качественной информации 
необходимо накопление энергетического уровня сигнала. Для матриц ОЭП 
важным параметром является период пространственной дискретизации 

i

zy δ≡δ=δ , которому соответствует пространственная частота Найквиста 

)2/(1 i

nN δ= . В матрицах ОЭП организуется сканирование изображения 
вдоль столбцов с K  шагами накопления. При этом задается тактовая час-
тота eF  переключения строк с временем накопления et  на каждой строке, а 
задержка между поступлениями отдельных строк оптического изображе-
ния на очередную строку матрицы ОЭП равна времени перемещения элек-
тронного изображения вдоль столбца от одного элемента к другому. Таким 
образом, накопление электронного сигнала происходит в одних и тех же 
зарядовых пакетах, но в пространственно различных элементах матрицы 
ОЭП, а матрица уровней яркости eQ  кадра изображения формируется по-
следовательно из строк сигналов, «считанных» с назначенной K -ой строки 
ОЭП, и временная задержка в формировании этой строки составляет 

e
e

z )1( tKT −= . Введем обозначения: )(tVy∆  – рассогласование скоростей 

перемещения оптического и электронного изображений вдоль произволь-
ного столбца матриц ОЭП; )(tVz  – поперечная скорость оптического изо-
бражения в произвольном элементе центральной строки матриц ОЭП; 

)(tsy  и )(tsz  – погрешности сдвигов изображения в продольном и попереч-

ном направлениях, соответствующие скоростям )(tVy∆ , )(tVz  и сформиро-

ванные на K  шагах накопления электронных зарядов в элементах столбца 
матриц ОЭП; )(tms

y , )(tms

z  и )(ts

yσ , )(ts

zσ  – соответственно математические 

ожидания и среднеквадратичные отклонения (СКО) функций )(tsy  и )(tsz . 

Перемещение изображения, независимо от вызвавших его источников, 
приводит к ухудшению качества регистрируемого изображения. Сдвиг 
изображения )(ts  учитывается как один из независимых видов погрешно-
стей в цепи формирования изображения, включающей влияние турбулент-
ности атмосферы и облачности, деформации волнового фронта оптической 
системы с учетом технологических возможностей изготовления её элемен-
тов, погрешностей юстировки  при  влиянии теплофизических факторов  
и др.  
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Рис. 3. ЧКХ влияния сдвига изображения 

Потребная точность стабили-
зации перемещения изобра-
жения на матрице ОЭП опре-
деляется по допустимому 
уменьшению частотно-
контрастной характеристики 
(ЧКХ) сдвига изображения 

))(2exp()( 2
# NNA ss πσ−=  на 

прост-ранственной частоте 
sN , которая назначается с уче-

том чувствительности ОЭП и 
требуемого отношения сиг-
нал/шум. На рис. 3 приведены 
ЧКХ sA#  для 3 значений sσ . 

Синтез законов наведения спутника землеобзора. С применением 
известных приемов космической геодезии авторами созданы аналитиче-
ские методики синтеза законов наведения КА при сканирующей съемке 
наземных объектов с применением матриц ОЭП с ВЗН [1,2]. Задача вы-
числения кватерниона ΛΛΛΛ  ориентации связанного базиса B  относительно 
инерциального базиса 

⊕
I , векторов угловой скорости ωωωω  и ускорения εεεε , как 

явных функций на интервале времени произвольной длительности, реша-
ется на основе векторного сложения всех элементарных движений ТСК в 
ГСК с учетом текущей перспективы наблюдения при задании начальных 
координат наземного объекта и потребного геодезического азимута A ска-
нирования. С использованием (2) согласованные компоненты столбца 

)(e tsωωωω  и кватерниона )(e tsΛΛΛΛ  получаются численным интегрированием урав-

нения /2eee
sss ωωωωΛΛΛΛΛΛΛΛ o& =  для криволинейных маршрутов с оптимальным вы-

равниванием продольной СДИ и с дополнительным учетом ряда кинема-
тических условий – для трассовых, ортодромических маршрутов скани-
рующей съемки, для формирования изображений земных площадей и по-
лучения их стереоизображений и др. Векторное сплайновое представление 
законов наведения спутника при сканирующей съемке с заданной точно-
стью основывается на интерполяции значений векторной функции МПР 

}{ iσ=σσσσ , для которой прямые и обратные кинематические уравнения  
имеют вид  

],) ),(2)(2)1[();,(1( 2

22

2

)1(

4
2
1

2
1

4
1 σσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσωωωωωωωωσσσσσσσσωωωωσσσσωωωωσσσσ &&&& +×−σ−+σ−=

σ+
=+ ×  

а вторая производная этой функции вычисляется по формуле 

)],(),(),()1(),( 2

2
1[2

1 εεεεσσσσσσσσωωωωσσσσσσσσωωωωσσσσσσσσεεεεσσσσωωωωσσσσεεεεωωωωσσσσσσσσσσσσ +++×+×+σ−−= + &&&&&& . 
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С использованием этих соотношений интерполяция значений вектора 
МПР выполняется по явным аналитическим соотношениям [3].  

При наличии двух смежных временных интервалов сканирующей 
съемки с уже известными краевыми условиями по кватерниону ΛΛΛΛ , векто-
рам ωωωω  и εεεε , а также по вектору ∗εεεε  в момент времени начала второго мар-
шрута, возникает задача поворотного маневра (ПМ) спутника землеобзора 
на интервале времени ],[ fipT pp ttt ≡∈ , p

pp Ttt +≡ if  с краевыми условиями  
*

ffffffffiiiiii )(;)(;)(;)(;)(;)(;)( εεεεεεεεεεεεεεεεωωωωωωωωΛΛΛΛΛΛΛΛεεεεεεεεωωωωωωωωΛΛΛΛΛΛΛΛ ======= ∗ ppppppp ttttttt .   (3) 
Разработанный  аналитический  метод  синтез закона наведения КА 

при ПМ основан на необходимом и достаточном условии разрешимости 
классической задачи Дарбу. Решение получается сложением трех элемен-
тарных вращений «вложенных» базисов kE  вокруг ортов ke , 31÷=k  Эй-

лера, положение которых следует из условий (3) модели (1). Кватернион 
)(tΛΛΛΛ  определяется произведением )()()()( 321i tttt ΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛ ooo= , где 

)/2))(sin()/2),((cos()( ttt kkkk ϕϕ≡ eΛΛΛΛ , функция )(tkϕ  определяет угол k -го 

поворота, 31÷=k . В силу неподвижности орта ke  в базисе 1−kE  имеем  

kkk tt e)()( ϕ= &ωωωω , kkk tt e)()( ϕ= &&εεεε , kkkk ttt e)()()(* ϕ=≡ &&&&εεεεεεεε .  

Введем обозначения 31,,, )()()( ÷=kkkk εεω &  векторов ω , ε  и ε&  в базисе 

kE , оператор kkkkk

k

k ΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΦΦΦΦ(((( oo 11
)
1

~
),( −−− ≡= aaa  преобразования вектора 1−ka  

из базиса 1−kE  в базис kE  и назначим 111 )()( eω tt ϕ= & , 111 )()( eε tt ϕ= && , 

11

*

11 )()()( eε ttt ϕ=≡ &&&& εεεε . Векторы угловой скорости, углового ускорения и ло-

кальной производной ускорения в ССК определяются значениями этих же 
векторов в базисе 3E , которые формируются по рекуррентным формулам, 

3,2=k : 

),( 1
)
1 kk

k
k ΛΛΛΛωωωωΦΦΦΦωωωω((((

−− = ; ),( 1
)
1 kk

k
k ΛΛΛΛεεεεΦΦΦΦεεεε((((

−− = ; ),( 1
)(
1 kk

k

k ΛΛΛΛεεεεΦΦΦΦεεεε −− = && ; k

k

k

k ωωωωωωωω((((ωωωω += −
)
1

)( ; 

k

k

k

k

k

k ωωωωωωωωεεεεεεεεεεεε (((((((( ×++= −κ−
)
1
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В результате по явным соотношениям получаются векторные функ-
ции )()( )3( tt ωω = , )()( )3( tt εε =  и )()()( )3(* ttt εεε && == . Эти векторы представ-
ляются в аналитическом виде при задании сплайнов )(tkϕ  различных по-
рядков с использованием в общем случае трех участков интервала пово-
ротного манёвра [4]:  

1. участок разгона с оптимизацией по быстродействию при ограниче-
ниях, где КА переводится на движение с вектором угловой скорости по ор-
ту 3e ; 

2. участок движения с постоянным вектором угловой скорости по орту 3e ; 
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3. завершающий участок движения КА с гарантированным точным 
выполнением краевых условий на правом конце ПМ при использовании 
векторных сплайнов 6-го порядка. 

При этом все параметры скалярных сплайнов )(tkϕ  вычисляются по 
явным аналитическим соотношениям. 

Пусть для КА землеобзора на солнечно-синхронной орбите высотой 
720 км имеется задание на съемку российских столиц (рис. 4) в такой по-
следовательности временных интервалов при отсчете времени от момента 
прохождения восходящего узла орбиты: ориентация КА в ОСК 

)0,870[∈∀t  с; поворотный манёвр ПМ1 длительностью 40 с )870,910[∈∀t  
с; маршрут М1 съемки с выравниванием продольной СДИ длительностью 
40 с )910,950[∈∀t  с при начальной точке в ГСК с долготой 37.8=L  град, 
широтой 54.3=B  град и геодезическим азимутом 12−=A  град; ПМ2 дли-
тельностью 55 с )950,1005[∈∀t  с; маршрут М2 трассовой съемки длитель-
ностью 15 с )1005,1020[∈∀t  с начальными значениями углов крена 81 =φ  
град и тангажа 03 =φ .  

На рис. 5 представлен автоматически синтезированный закон наведе-
ния КА в ИСК для выполнения такого задания. Здесь цветами выделены 
компоненты векторов )(tσσσσ , )(tωωωω  и )(tεεεε  – синим цветом  по  крену, зеле-
ным по рысканию 
и красным по тангажу, а модули векторов )(tωωωω  и )(tεεεε  – черным цветом. 

       
 

Рис. 4. Маршруты съемки двух российских столиц на карте 

Цифровое управление ориентацией спутника. Для кластера ДМ 
принципиальная проблема заключается в распределении векторов его ки-
нетического Η и управляющего *

Η−=rM  моментов между 4 ДМ. Здесь 
применяется скалярная функция настройки для однозначного распределе-
ния векторов Η и rM  по явным аналитическим соотношениям. Введем 
обозначения γ=γ sinS , γ=γ cosC  и нормированный вектор КМ 
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hA/ γ==≡ mh},,{ Ηzyxh , где 21 xxx += , )( 211 hhCx += γ , )( 432 hhCx += γ ; 

}{ ph=h , mh/pph h=  и 1|| ≤ph . Распределение вектора КМ h  выполняется 

по закону 0~~~~
2121 =1)−ρ(+−=ρ xxxxf , где 1<ρ<0 ; yqxx /~

11 = , zqxx /~
22 = ; 

2/12)4( sCqs −= 2
γ , y,zs = :  

 

 
Рис. 5. Векторный сплайновый закон наведения 

 

(i) zy qqq +≡ ; ))/)])2/(()2/)([(41(1)(/( 2/122 qxqqxqqq zyzy −ρ+−ρ−−ρ≡∆  и 

явное распределение КМ между парами в виде 2/)(1 ∆+= xx , 
2/)(2 ∆−= xx ;   

(ii) распределение КМ между ДМ в каждой паре по очевидным  соот-
ношениям;  

(iii) вычисление столбца == }{ pmM }),Sat(h,{}),({ mr1f
ρρρ

− µφ−− fMaA  с 

параметрами 0, >µφ ρρ  и компонентами строки ][ ff
pa=a  в виде 

3
yz qqhhChhhSCCa /]/)(1)][(2[2 43212

f
2,1 +ρ+−±= γ

2
γ

2
γγ ; 

3
zy qqhhChhhSCCa /]/)(1)][(2[2 21434

f
4,3 +ρ+−= γ

2
γ

2
γγ m . 

В СУО применяется компенсационная схема разгрузки кластера ДМ 
от накопленного КМ с помощью цифрового управления МП с периодом 

m

uT  и компенсация влияния моментов сил сухого трения f
pm  по осям вра-

щения ДМ, идентифицируемых дискретным наблюдателем Луенбергера с 
периодом qT  [4]. Если задано программное движение КА )(),( tt pp ωωωωΛΛΛΛ  в 
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ИСК, то кватерниону рассогласования ΛΛΛΛΛΛΛΛ ope
~

),( 0 == eΕ  с вектором 
}{ ie=e  соответствует вектор параметров Эйлера },{ 0 ee=EEEE , матрица по-

грешности t
e3e ][2)( QeIC ×−=EEEE , где ][03e ×+= eIQ e  и вектор погрешности 

ориентации }{=}{δφ=δ ii ee02φφφφ , а вектор рассогласования по угловым ско-

ростям )()(e tp

i ωωωωωωωωωωωω EEEEC−=}{δω=δ .  

 
Рис.  6. Погрешности стабилизации КА по углам и угловым скоростям 

Выполняется фильтрация значений вектора углового рассогласования 
с периодом pT  и используя разработанный закон управления кластером 

ДМ [4] формируются команды цифрового управления каждым ДМ с пе-
риодом uT . При компьютерной имитации работы СУО применялись такие 

периоды дискретности: 32/1=qT с; 8/1=pT с; 4/1=uT с и 32=m

uT  с. Пусть 

при 820* =t  с имеется вектор накопленного КМ кластера ДМ 
0.8}0.4,{2.5,)( * =tH  Нмс и в этот момент начинается разгрузка кластера с 

помощью цифрового управления МП при 2m Aм50l = . При погрешностях 
СОУП с СКО 1m =σ  угл. сек на рис. 6 представлены ошибки стабилизации 
углового движения КА при выполнении указанного задания на съемку 
российских столиц, см. детали в [5]. Здесь наблюдается погрешность угло-
вой стабилизации КА 75.2≈  угл. сек в канале крена при съемке Москвы 

)910,950[∈∀t  с, обусловленная влиянием гравитационного момента, см. 
также рис. 7. Эта погрешность приводит к смещению центральной линии 
маршрута М1 примерно на 10 м при полосе захвата 39≈  км на поверхно-
сти Земли, что компенсируется при наземной обработке снимков. 

Анализ движения изображения при сканирующей съемке. Факти-
ческие значения кинематических параметров пространственного движения 
КА землеобзора используются в (2) для анализа движения изображения на 
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поверхности ОЭП при сканирующей съемке. При этом сначала вычисля-
ются фактические значения продольной i

yV  и поперечной i

zV  скоростей оп-

тического изображения, рассогласования yV∆  и i

zzz VVV =≡∆  этих СДИ с 

учетом перемещения электронного изображения вдоль столбцов матриц 
ОЭП для накопления электронного сигнала и на основе численного интег-
рирования формируются  погрешности )(tsy  и )(tsz  в синхронизации пе-

ремещений оптического и электронного изображений в продольном и по-
перечном направлениях для заданных точек матриц ОЭП. Далее в «сколь-
зящем окне» из K  строк вычисляются текущие положения накопленного 
электронного изображения вдоль соответствующего столбца матрицы 
ОЭП и формируются значения математического ожидания s

ym , s

zm  и СКО 
s

yσ , s

zσ  погрешностей перемещения электронного изображения, накоплен-

ного в K -ой строке, в продольном и поперечном направлениях.  
 

 
Рис. 7.  Погрешности угловой стабилизации телескопа при съемке Москвы 

На рис. 8 и 9 в верхней части представлены рассогласования СДИ 
)(tVy∆ , )(tVz  и ниже – текущие  значения  s

ym ,  s

zm   и  s

yσ ,  s

zσ   перемеще-

ния  изображения  в 

 
Рис. 8. Характеристики продольного движения изображения в центре ФП  
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Рис. 9. Характеристики поперечного движения изображения в центре ФП 

центре ФП при съемке Москвы при 64=K  строках накопления. С целью 
интегральной оценки таких характеристик на всём интервале сканирую-
щей оптико-электронной съемки удобно использовать их средние значения 

s

ym , s

zm  и s

yσ , s

zσ . Эти характеристики приведены в таб. 1 для столбцов мат-

риц ОЭП, соответствующих центру, левому и правому краям кадра  элек-
тронного изображения.  

Таблица 1 
Погрешности стабилиза-
ции 
электронного изображения 

s

ym , mµ  s

zm , mµ  s

yσ , mµ  
s

zσ , mµ  

По центру кадра    0011.0  0017.0−  0100.0  0140.0  
На левом краю кадра 0040.0−     1500.0  0110.0  0930.0  
На правом краю кадра    0190.0  1700.0−  0140.0  1010.0  

 
Согласно этой таблице погрешность стабилизации накапливаемого 

электронного изображения наиболее проявляется в поперечном направле-
нии на правом краю набора матриц ОЭП, где 170.0m −=s

z mµ  и 

101.0=σ s

z mµ . Оценка условной СКО s

zσ~ , соответствующей среднему зна-

чению такой погрешности, даёт 2.0])()m[(~ 2/122 ≈σ+=σ s

z

s

z

s

z  mµ . Используя 
рис. 3, нетрудно  убедиться, что реализованная в СУО точность наведения 
и стабилизации углового движения КА землеобзора гарантирует отсутст-
вие «смаза» получаемого электронного изображения для всего набора мат-
риц оптико-электронных преобразователей. 



 
 

64

Заключение. Представлены методы синтеза законов наведения и ре-
зультаты анализа движения изображения при сканирующей оптико-
электронной съемке Земли телескопом на борту КА с цифровой системой 
управления. 

Работа поддержана РФФИ (грант 17-08-01708) и отделением энерге-
тики, механики, машиностроения и процессов управления РАН (программа 
фундаментальных исследований № 13).  
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ШИРОТНО-ИМПУЛЬСНОЕ УПРАВЛЕНИЕ СПУТНИКОМ  
ЗЕМЛЕОБЗОРА  ПРИ  НАЧАЛЬНОЙ  ОСТАНОВКЕ  ВРАЩЕНИЯ  

И УДЕРЖАНИИ НА СОЛНЕЧНО-СИНХРОННОЙ ОРБИТЕ 

С.Е. Сомов (СамГТУ, Россия, 443100, Самара, 
Молодогвардейская, 244)   E-mail: s_somov@mail.ru  

PULSE-WIDTH  CONTROL  OF  A  LAND-SURVEY 
SATELLITE  DURIG  INITIAL  STOP OF THE ROTATION 

AND  STATION-KEEPING  ON  SUN-SYNCHRONOUS  ORBIT   

S.Ye. Somov (SamSTU, Russia, 443100, Samara)  

Keywords: spacecraft, pulse-width control, stop of rotation, station-
keeping 

Введение. После отделения спутника в транспортной конфигурации 
от ракеты-носителя возникает вращение космического аппарата (КА) с 
вектором угловой скорости произвольного направления. Далее выполняет-
ся механическое раскрытие упругой конструкции солнечных батарей (СБ) 
и после затухания их колебаний спутник продолжает кувыркаться – вра-
щаться с вектором угловой скорости ωωωω  также произвольного направления 
и модулем до 5 град/c. Первоочередная задача состоит в успокоении (оста-
новке вращения) КА для последующего определения направлений на 
внешние ориентиры в связанной с корпусом КА системе координат (ССК).  

При использовании солнечно-синхронной орбите (ССО) скорость 
прецессии плоскости этой орбиты равна средней угловой скорости годово-
го движения Земли вокруг Солнца. При решении задач космического зем-
леобзора необходимо обеспечить синхронность прецессии орбитальной 
плоскости ССО со средним движением Земли вокруг Солнца, стабильность 
высоты полета и местного солнечного времени на одной и той же широте, 
а также повторяемость прохождения трассы спутника через смежные рай-
оны съемки для полного покрытия заданного района земной поверхности.  

В статье рассматриваются вопросы экономичного широтно-
импульсного управления КА при начальной остановке его вращения с по-
мощью электрореактивных двигателей (ЭРД) и решается задача синтеза 
алгоритмов управления 8 ЭРД в составе корректирующей установки (КДУ) 
при удержании спутника землеобзора на ССО. 

Математические модели. Предполагается совпадение положений 
центра масс КА и полюса O ССК xyzO . На рис. 1 приведена схема спут-
ника землеобзора с четырьмя упругими панелями СБ и указана ССК, а на 
рис. 2 – схема корректирующей двигательной установки (КДУ). Орты pe , 

81÷=p , осей сопел восьми ЭРД имеют в ССК представления в виде 
столбцов  
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Рис. 1. Схема КА землеобзора 

 

Рис. 2. Схема КДУ на основе 8 ЭРД 
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где xCxS xx cossin =,= , ee, βα=x . Векторы pρρρρ , 81÷=p , точек pO  при-

ложения вектора тяги ЭРД  в  ССК (рис. 2) также  представляются столб-
цами 
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Каждый ЭРД имеет широтно-импульсную модуляцию (ШИМ) тяги с 
периодом e

uT  и временным запаздыванием e
zuT , что описывается нелиней-

ными непрерывно-дискретными соотношениями 
)v,,PWM(P)( em

rpmrzup ,tTttp τ−=  ),[ 1+∈∀ rr ttt  [1].  Здесь функции 

),[
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|v|)|v|,(sat
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e


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>
≤

=
mrprpu

mrp

rp T τ
τ

τ , 

e
ur Trt = ,  e

1 urr Ttt +=+ ; )0,1,2,3...[N 0 ≡∈r , где mP  –  номинальное значение 
тяги, одинаковое для всех ЭРД в составе КДУ. В ССК вектор тяги p -го 

ЭРД  вычисляется по формуле ppp tpt eP )()( −= , а векторы силы eR  и мо-

мента eM  КДУ – по соотношениям )(e tpPR Σ=  и )(][e tpp PM ×Σ= ρρρρ . В ре-

жиме успокоения КА применяется блок простых гироскопических датчи-
ков угловой скорости при дискретном выходном сигнале }{)( sss t ω=≡ ωωωωωωωω  
с периодом qT , qs Tst = , qss Ttt +=+1 , 0N∈s  при наличии шумов и дискре-

тизации по уровню. 
Если принять спутник в виде твердого тела и ССК xyzO  с началом в 

фиксированной точке конструкции – полюсе O , совпадающим с центром 
масс C спутника, то модель динамики его пространственного движения 
имеет вид ooo )(m Rvv =×+• ωωωω ; oMKK =×+ ωωωω& , где ωωωωJK =  – вектор кине-
тического момента (КМ), а oR  и oM  – главные векторы внешних сил и 
моментов, представленные в ССК. В уравнении поступательного движения 
остается зависимость от вектора угловой скорости ωωωω  в инерциальной сис-
теме координат (ИСК).  

Постановка задачи. Модель вращательного движения КА с упругими 
панелями СБ в режиме успокоения представляется в виде  

               ).(; t qWqVAqADKMqDJ qq

qq

qq +−=+×−=+ &&&&&&& ωωωωωωωωωωωω                    (1) 

где }M{}M{ ee

ii === MM  является вектором внешнего управляющего мо-
мента, формируемый КДУ на основе 8 ЭРД. Пусть в момент времени 0=t  
известен вектор )0(o ωωωωωωωω =  произвольного направления с модулем 

ooo || ω≤ω=ωωωω  при заданном значении oω . Тогда при известном тензоре 
инерции J  корпуса КА в этот момент времени известно значение вектора 
КМ oo)0( ωωωωJKK ≡=  с модулем oK . Вектор ωωωω  измеряется и затем фильт-

руется с периодом qT , вектор момента MM =e  КДУ формируется с ШИМ 

тяги 8 ЭРД с периодом e

uT .  
Задача успокоения вращательного движения КА состоит в разработке 

закона управления )(e ωωωωMMM =≡ , который начиная с момента времени 

ωT  обеспечивает выполнение условия }|)(:|)({)( o

ωωω ≥∀∆≤∈ Ttttt     ωωωω    ωωωω    ωωωω S , 

где скалярная постоянная величина o

ω∆  определяет размер множества ωS . 
Удержание КА землеобзора на ССО выполняется за счет эпизодиче-

ской коррекции его траекторного движения с помощью КДУ при ШИМ тя-
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ги 8 ЭРД. Пусть спутник массой 1000m=  кг оснащен панелями СБ 
суммарной площади 50 кв.м и движется по ССО высотой 600=H  км и 
наклонением 97.8=i  град. Для времени прохождения восходящего узла 
08:00:00 по Гринвичу над земной поверхностью с геодезической долготой 

90=ΩL  град долгота восходящего узда (ДВУ) 331.36=Ω  град. Ставится 
задача управления КДУ в этом режиме. 

Локально-оптимальное непрерывное управление. В классе локаль-
но-оптимальных непрерывных законов успокоения КА наиболее популяр-
ны [2-4] закон управления с минимальным принуждением и закон управ-
ления, оптимальный по быстродействию. При моделировании  КА в виде 
свободного твердого тела из (1) следует модель движения KMK ×−= ωωωω& , 

где принято обозначение ωωωω&& JKK =≡ * . Для определения структуры векто-
ра непрерывного управляющего момента )(ωωωωMM =  из условия минимума 

принуждения 22 ||||M M=  введем функцию Ляпунова ),(Kv 2 KK==  и 
вычислим ее производную в виде [5] 

),(2),(2),(2v MKKMKKK =×−== ωωωω&& . При выборе линейного закона 
управления kKM Kaa −=−=  с ортом K/Kk =  и постоянным парамет-
ром 0>a  имеем v2),(2v aa −=−= KK& ,  прямым интегрированием получа-

ется соотношение )2exp(v)v( o att −= , где ),(Kv
οο

2
οo KK==  и 

οο
ωωωωJK = . 

Отсюда следуют явные соотношения для оценки изменения во времени 
модуля вектора КМ )exp(K)K( o att −= , вектора кинетического момента 

)exp()( o att −= KK  и вектора внешнего управляющего момента 
)exp()( o atat −−= KM . 

При выборе закона управления в виде kKM mm −=−= K/ , ограни-
ченного по модулю постоянным параметром 0>m , получаются соотно-
шения [5] v2vv/2v mm −=−=& , dtmd 2vv/ −= и tmt −== o

1/2 KK(t))(v . 
Такой закон управления является оптимальным по быстродействию.  

Широтно-импульсное управления при успокоении. При 
формировании команды rr a KM −=  для вектора управляющего момента, 
где )( rr tKK =  и )( rr tωωωωωωωω = , на каждом полуинтервале времени ),[ 1+∈ rr ttt  

с заданным периодом e

uT  сначала определяется вектор потребного 
постоянного импульса (pulse) управляющего момента по формуле  

                 ))exp(1()()( 11 e

ur

t

t

t

t

p

r aTdad r

r

r

r

−−−= ττ−=ττ≡ ∫∫
++ KKMM                  (2) 

и эта векторная команда поступает на КДУ с ШИМ тяги восьми ЭРД. Ес-
тественно возникает вопрос: каким же образом можно создать вектор по-
требного импульса момента )(tpM  произвольного направления в ССК, если 
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орты pe  осей сопел ЭРД фиксированы в ССК и каждый ЭРД может нахо-

диться только в двух состояниях – включен (тяга mP)( =tp p ) либо выклю-

чен (тяга 0)( =tp p ) ? Именно для решения этой проблемы применяется 

ШИМ тяги всех 8 ЭРД, что обеспечивает выполнение заданного значения 
вектора )(tpM  в моменты времени e

ur Trtt == . Для схемы КДУ на рис. 2 
орты pr  векторов pρρρρ  вычисляются как /ρ= pp ρρρρr , где скаляр 

2/1222 )( zyx bbb ++=ρ  является единым модулем точек pO  приложения векто-

ров тяги ЭРД  в ССК. При обозначениях  
}{ rpr τ=ττττ ;  ]}[],{[e

ppp ereD ×= ; mP/~ pp Rr = ;  )P/(~ mρ= pp Mm ;  

}~,~{ ppp mrt = , где векторы pR  и pM  представляют заданные в ССК им-

пульсы векторов сил RR =e  и моментов }M,M,M{ 321
e ≡= MM  КДУ, 

принципиальная проблема заключается в решении векторного уравнения 
p

r tD =ττττe , 8
+∈ Rrττττ , 6Rp ∈t  при условии e0 urp T≤τ≤ 81÷=∀p  относитель-

но компонентов вектора-столбца }{ rpr τ=ττττ , когда прямоугольная матрица 
eD  и вектор-столбец 6Rp ∈t  заданы. 

При использовании псевдообратной матрицы 1teete#e ))(()()( −≡ DDDD  
разработанный закон распределения длительностей rpτ  тяги всех 8 ЭРД на 

каждом полуинтервале времени ),[ 1+∈ rr ttt  ШИМ их тяги с периодом e
uT  

имеет простую алгоритмическую форму [1,5]:  

                  
./~~)~(max

),(min:~;)(}{
ee

#e

qTthenTqif rpurprpurp

rprprp

p

rpr

τ−τ=τ>τ≡ 

τ−τ=τ=τ≡ )))) gtDττττ
                           (3) 

Искомые векторы тяги R  и момента M  КДУ определяются как 
)(~P)( m tt rR =  и )(~P)( m tt mM ρ= . В задаче успокоения КА потребный им-

пульс вектора сил КДУ 0R =p , поэтому здесь соблюдается условие 
0rR == )(~P)( m

rr tt . 
Непрерывный закон управления )()(K)( ttat kM −=  можно предста-

вить в виде )()()( ttmt kM −= , где скалярная функция )(K)( tatm = . Огра-
ниченность вектора управляющего момента КДУ )(tkM  (2), который фор-
мируется с помощью ШИМ тяги всех 8 ЭРД на полуинтервале времени 

),[ 1+∈ rr ttt , проявляется в последней строке алгоритма (3). Поэтому для 
обеспечения экономичности режима успокоения КА по энергопотребле-
нию и расходу топлива КДУ рационально определить такое значение по-
стоянного параметра 0>a , при котором сначала реализуется широтно-
импульсное управление ЭРД по типу «максимального быстродействия», а 
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затем следует автоматический переход к широтно-импульсному управле-
нию  ЭРД по типу «минимального принуждения».  

Компьютерная имитация успокоения спутника. Пусть КА движет-
ся по указанной выше ССО и при 4 раскрытых панелях СБ (см. рис. 1) его 
тензор инерции }910587;812;{diag=J  кг м 2 . В рамках модели (1) значе-

ния парциальных частот первого тона 1
jΩ  и декремента δ  упругих колеба-

ний каждой панели СБ таковы: 6.01 ≈Ω j  р/c (частота 0.1≈  Гц) и 0.01=δ . 

Имитация работы КДУ выполнена при конструктивных параметрах 1=xb  

м, 7.0=yb  м, 6.0=zb  м, π/3=αe , π/6=βe  (рис. 2), номинальной тяге каж-

дого ЭРД 83Pm =  мН, периоде ШИМ тяги ЭРД 64=e

uT  с, запаздывании 

25.0e =zuT  с и минимальной длительности включения 2=mτ  с. Было приня-
то, что измерение вектора ωωωω  при СКО шума 0033.0=σω  град/с и дискрет-
ная фильтрация выполняются с периодом 1=qT  с, а процесс успокоения 

считается завершенным в момент времени ωT  для условия 

}|)(:|)({)( o

ωωω ≥∀∆≤∈ Ttttt     ωωωω    ωωωω    ωωωω S  при значении 05.0o =∆ω  град/c. 

 
Рис.3. Переходные процессы при успокоении КА 

     
Рис. 4. Временные диаграммы ШИМ тяги ЭРД при успокоении КА 
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Рис. 5. Изменение моментов КДУ при успокоении КА 

Орт вектора начальных условий 5||},{ ooo =ω= ωωωωωωωω i  град/с генериро-
вался в произвольном случайном направлении. Далее приводятся резуль-

таты для значения вектора начальных условий }{ oo iω=ωωωω  при  3/5o =ω i  
град/с. В результате выполненных численных исследований был обоснован 
выбор постоянного параметра 0015.0=a , при котором достигается ком-
промисс между быстродействием завершения успокоения КА и экономич-
ностью этого режима по энергопотреблению и расходу топлива КДУ. На 
рис. 3 представлены переходные процессы при успокоении КА с таким 
значением параметра a . Здесь начиная с момента времени 2048=t  с при 
значении модуля угловой скорости 37.1=ω  град/с реализуется широтно-
импульсное управление КДУ по типу «минимального принуждения». На 
рис. 4 и 5 приведены временные диаграммы ШИМ тяги всех восьми ЭРД и 
изменения моментов КДУ на интервале времени выполненной компьютер-
ной имитации. На этих и последующих рисунках синим цветом выделена 
принадлежность угловых скоростей и управляющих моментов к каналу 1 
(крена), зеленым цветом – к каналу 2 (рыскания) и красным цветом  – к ка-
налу 3 (тангажа ), см. рис. 1, а модуль вектора )(t    ωωωω  выделен черным цве-
том.  

Широтно-импульсное управления при коррекции орбиты. Будем 
считать, что при выполнении коррекции орбиты спутник имеет 
фиксированную ориентацию в ОСК (углы крена 10−=γ  град, рыскания 

3=ψ  град и тангажа 8=θ  град) и коэффициент его лобового сопротивле-
ния 5.2c =x  при учете аэродинамических сил. Солнце находится с одной 
стороны плоскости ССО – угол между направлением на Солнце и плоско-
стью орбиты равен 28.11−  град, силы аэродинамического сопротивления 
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при указанной фиксированной ориентации ССК в ОСК имеют несиммет-
ричный характер. В силу такой несимметричности притяжение Солнца и 
давление солнечного излучения приводит к вариациям положения орби-
тальной плоскости ССО (наклонения i  и ДВУ Ω ), а силы аэродинамиче-
ского сопротивления монотонно изменяют форму этой орбиты (фокальный 
параметр и эксцентриситет). Поэтому было выполнено численное исследо-
вание влияния всех внешних возмущающих сил (без включения КДУ) для 
рассматриваемого спутника на ССО с указанными параметрами. При этом 
влияние гравитационного поля Земли учитывалось 8 компонентами анали-
тического представления его потенциальной функции. Для используемых 
данных КА и ССО наибольшее влияние оказывают сопротивление земной 
атмосферы, гравитация Солнца и силы солнечного давления. При этом су-
точное изменение радиус-вектора ССО равно 28 м, за 10 суток полета 
уменьшение высоты орбиты составит более 280 м. Удержание КА на ССО 
может быть достигнуто только за счет эпизодической  коррекции траекто-
рии спутника, в рассматриваемом случае с помощью КДУ на основе ЭРД. 
В отличие от КДУ с реактивными двигателями большой тяги, здесь кор-
рекция орбитальных параметров выполняется на длительных временных 
интервалах и поэтому возможно аналитическое определение корректи-
рующих силовых воздействий. При этом в ССК определяется вектор-
функция )(tpR  потребного импульса (pulse) вектора корректирующей си-
лы, которая должна быть реализована КДУ на основе ЭРД.  

Для одновременной компенсации монотонного уменьшения высоты 
орбиты и поддержания её наклонения предложено [6,7] при каждой орби-
тальной коррекции выполнять два сеанса включения КДУ в окрестности 
восходящего и нисходящего узлов ССО, а для коррекции ДВО орбиты – 
только один сеанс включения КДУ в окрестности точки ССО с орбиталь-
ной долготой 90 град. В случае рассматриваемой ССО выполненное чис-
ленное исследование показало, что при коррекции такой орбиты по высоте 
и наклонению требуется в плоскости ooOzx  орбитальной системы коорди-

нат (ОСК) создать вектор }R{ p

i

p =R  импульса силы с модулем 56R =p  Нс 
на каждом из двух сеансов включения КДУ длительностью 416 с при 13 
периодах 32e =uT  с широтно-импульсного управления. Такие коррекции 
ССО должны выполняться с периодичностью 10 суток, причем в окрестно-
сти восходящего узла орбиты вектор силы должен направляться под углом 

47−  град относительно оси oOx+  ОСК, а в окрестности нисходящего узла 
орбиты – под углом 47+  град относительно этой же оси. Для ежегодной 

коррекции ДВО требуется создавать вектор силы только по оси oOz+  ОСК 
при длительности включения КДУ не более 384 с.  
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Рис. 6. Вариация высоты ССО при 2 сеансах орбитальной коррекции 

 

Рис. 7. Вариация наклонения ССО при 2 сеансах орбитальной коррекции 

 
Рис. 8. Вариация импульса вектора силы КДУ на одном сеансе коррекции 

 

 
Рис. 9. Вариации ШИМ вектора силы КДУ на одном сеансе коррекции 
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Рис. 10. Вариации ШИМ тяги восьми ЭРД на одном сеансе коррекции 

На рис. 6 и 7 представлены вариации корректируемой ССО по высоте 
)(tHδ  и наклонению )(δ ti  относительно их номинальных значений при 

выполнении двух сеансов работы КДУ на временном интервале 
,9000]5500[∈t  с начиная момента времени 5593=t  с. На рис. 8, 9 и 10 

приведены временные диаграммы вариаций компонентов векторов им-
пульса и тяги КДУ, а также результаты ШИМ тяги каждого из 8 ЭРД при 
выполнении одного сеанса коррекции. 

Заключение. Представлены алгоритмы широтно-импульсного управ-
ления ЭРД в режиме успокоения упругого спутника и приведены результа-
ты исследования разработанных алгоритмов. Предложена и исследована 
схема экономичного управления, основанная на сочетании алгоритмов 
управления КДУ на основе восьми ЭРД по типам «максимального быстро-
действия» и «минимального принуждения». Кратко описан метод удержа-
ния спутника землеобзора на солнечно-синхронной орбите высотой 600 
км, где существенно проявляется влияние сопротивления земной атмосфе-
ры. Созданы алгоритмы широтно-импульсного управления ЭРД в составе 
корректирующей двигательной установки и приведены результаты апро-
бации разработанных алгоритмов.  

Работа поддержана РФФИ (грант 17-08-01708) и отделением ЭММПУ РАН (про-
грамма фундаментальных исследований № 13).  
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VECTOR SPLINE GUIDANCE LAWS AND COMPUTER TECHNOL-
OGY FOR IN-FLIGHT SUPPORT OF A LAND-SURVEY SATELLITE 
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Введение. В системах управления ориентацией (СУО) спутников зем-
леобзора массой до 1000 кг применяются электромеханические приводы в 
виде кластера реактивных двигателей-маховиков (ДМ) с разгрузкой накоп-
ленного кинетического момента (КМ) магнитным приводом (МП). Мини-
мально-избыточная схема General Electric (GE), рис. 1, обладает возмож-
ностью  управлять ориентацией космического аппарата (КА) при отказе 
любого одного маховика.  

 
 

Рис. 1. Схема GE (a) and оболочка ее КМ (b) 

В исследуемой СУО применяются астроинерциальная система опре-
деления углового положения (СОУП) и цифровое управление как класте-
ром ДМ, так и МП. В [1] приведены разработанные методы синтеза зако-
нов углового наведения КА землеобзора при выполнении произвольного 
маршрута сканирующей съемки и технология представления таких законов 
на основе интерполяции расчетных данных векторной функцией модифи-
цированных параметров Родрига (МПР). В данной работе рассматриваются 
вопросы синтеза алгоритмов векторных сплайновых законов наведения и 
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алгоритмов цифрового управления ориентаций спутника землеобзора при 
выполнении последовательности маршрутов сканирующей съемки и пово-
ротных маневров (ПМ) КА с краевыми условиями общего вида и кратко 
представляется компьютерная технология для полетной поддержки систе-
мы управления ориентацией КА с применением анимации пространствен-
ного движения спутника. 

Математические  модели. В системе координат xyzO , связанной с 
корпусом КА (ССК), оси вращения четырёх ДМ по схеме GE, рис. 1, рас-
полагаются на поверхности конуса с углом полу-раствора γ . Далее ис-
пользуются стандартные обозначения }{)(col ⋅=⋅ , ][)(line ⋅=⋅ , t)(⋅ , ][ ×a  и 

⋅~,o  для  векторов, матриц и кватернионов, а также γ≡γ cosC  и γ≡γ sinS . 

Вводятся орбитальная система координат (ОСК oooO zyx ), кватернион oΛΛΛΛ  и 
углы ориентации ССК относительно ОСК по крену 1φ , рысканию 2φ  и тан-
гажу 3φ , которые используются в последовательности 312 при индексах 
осей ≡= 3,2,1i  zyx ,,31 ≡÷ . Кватернион ориентации КА в инерциальной 

системе координат (ИСК) представляется как o
o ΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛ o= , где oΛΛΛΛ – ква-

тернион ориентации ОСК в  ИСК. Модель углового движения КА учиты-
вает упругость его конструкции и имеет вид 
                         ω/2ω/2ω/2ω/2ΛΛΛΛΛΛΛΛ o& = ;     },,{},{ qo Ωω= FFFqA ΩΩΩΩ,,,,ωωωω &&&& ,                           (1) 

dm][ MMGF ++×−=ω ωωωω ;   )(q qWqVAF qq

q +−= & ;  fMMF −=Ω ; 
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Здесь Η+= ωωωωJG  является вектором суммарного кинетического момента 
(КМ) электромеханической системы, столбцы }{ iH=Η  и }{ prp J Ω== hh , 

41÷=p , представляют КМ кластера и отдельных ДМ, причем hΗ γ= A ; 

};{diag j

q µ=A  };{diag s

jq Ω= π
δV  };)({diag 2s

jq Ω=W };{ mm

im=M };{ pm=M  

};{ ff
pm=M  вектор механического момента МП BLM ×−== }{ mm

im , где 

вектор электромагнитного момента }{ il=L  с ограниченными компонента-

ми ml|| ≤il  и вектор индукции магнитного поля Земли BbB =  с ортом b  

определены в ССК; векторы-столбцы }{ pm=M  и }{ ff
pm=M  представляют 

управляющие моменты и моменты сил сухого трения по осям вращения 
ДМ, а вектор dM  – внешние возмущающие моменты. Ресурсы каждого ДМ 
по управляющему и кинетическому моментам ограничены,  

mm h|)(|,m|)(| ≤≤ ttm pp h , 41÷=p .  
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Вектор rM  управляющего момента кластера ДМ формируется в виде 
*
Η−=rM , где *)(⋅  – символ локальной производной по времени. При про-

стейшем моделировании корпуса КА с закрепленным телескопом в виде 
свободного твердого тела с тензором инерции J  вектор его КМ 

0GJG ≡+= Ηωωωω , где 0G  является постоянным вектором. Пусть СУО спут-
ника сбалансирована по вектору КМ с условием 0G ≡0 . При этом модель 
динамики углового движения КА принимает вид εεεεωωωω =&   с вектором углово-
го ускорения r1MJ−=εεεε , а модель  углового движения КА – кинематическое 
представление 
           )/2()()( ttt     ωωωωΛΛΛΛΛΛΛΛ o& = ;          )()( tt εεεε        ωωωω =& ;           v== ∗ )()( tt εεεεεεεε& .             (2) 

Модули векторов )(tωωωω , )(t    εεεε  и )(t    εεεε∗  ограничены, ω≤|)(| t    ωωωω , ε≤|)(| t    εεεε  

и ∗∗ ε≤|)(| t    εεεε , что обусловлено ограниченностью областей вариации векто-

ров КМ H и управляющего момента ∗−= Η
rM  кластера ДМ, а также до-

пустимым темпом его изменения. Далее применяется вектор МПР 
)4/(tg}{ Φ=σ= eiσσσσ  с традиционными обозначениями орта Эйлера e  и уг-

ла Φ  собственного поворота. Вектор σσσσ  однозначно связан с кватернионом 
ΛΛΛΛ  прямыми )1( 0λ+= λ/λ/λ/λ/σσσσ  и обратными )1/()1( 22

0 σ+σ−λ = , 

)1/(2 2σ+= σσσσλλλλ  соотношениями. Пусть дискретное измерение кватерниона 

ориентации )( l

mm

l tΛΛΛΛΛΛΛΛ =  КА с помощью СОУП выполняется с периодом 

pT , где n

lll

m tt ΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛ o)()( = , кватернион )( l

nn

l tΛΛΛΛΛΛΛΛ =  представляет центриро-

ванный гауссовский шум, pll Ttt +=+1 , ,...)2,1,0[0 ≡∈ Nl , а дискретное изме-

рение угловых скоростей вращения ДМ )( spps tΩ=Ω  – в моменты времени 

st  с периодом qT , qs1s Ttt +=+ , 0Ns ∈ . Будем считать, что в моменты време-

ни kt  с периодом uT , ukk Ttt +=+1 , 0Nk ∈  формируется цифровое управле-

ние ДМ, а в моменты времени rt  с периодом u

m

u TT >> , m

urr Ttt +=+1 , 0Nr ∈  
– цифровое управление магнитным приводом.  

Постановка задачи. Как отмечено выше, для выполнения произволь-
ных маршрутов сканирующей съемки разработаны алгоритмы наведения в 
виде набора гладко сопряженных векторных сплайнов МПР )(t    σσσσ  7-го по-
рядка [1,2]. Тогда при наличии двух смежных временных интервалов ска-
нирующей съемки с уже известными краевыми условиями по кватерниону 
ΛΛΛΛ , векторам ωωωω  и εεεε , а также по вектору ∗εεεε  в момент времени начала второ-
го маршрута, возникает задача ПМ спутника. Пространственные поворот-
ные маневры КА землеобзора на интервале времени ],[ fipT pp ttt ≡∈ , 

p

pp Ttt +≡ if  с краевыми условиями  
*

ffffffffiiiiii )(;)(;)(;)(;)(;)(;)( εεεεεεεεεεεεεεεεωωωωωωωωΛΛΛΛΛΛΛΛεεεεεεεεωωωωωωωωΛΛΛΛΛΛΛΛ ======= ∗ ppppppp ttttttt . (3) 
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при ограничениях на модули  векторов )(t    ωωωω  и )(t    εεεε  не являются единст-
венными, поэтому ставится первая задача – синтез закона наведения КА 
при ПМ с использованием только аналитических соотношений. 

Момент сил сухого трения скачком изменяет свое значение при смене 
направления вращения каждого ДМ, что приводит к проблеме обеспечения 
требуемой точности стабилизации движения КА в процессе сканирующей 
съемки. Вторая задача состоит в синтезе алгоритмов дискретной фильтра-
ции, цифрового управления кластером ДМ с идентификацией и компенса-
цией моментов сил  сухого трения по осям их вращения. Для полетной 
идентификации таких моментов используется дискретный наблюдатель 
Луенбергера и полученная дискретная оценка применяется для компенса-
ции влияния момента сил сухого трения при формировании цифрового 
управления ДМ. 

Третья задача заключается в синтезе алгоритмов цифрового управле-
ния МП при разгрузке кластера ДМ. Здесь используется компенсационная 
схема, где векторные командные сигналы посылаются одновременно как 
на кластер ДМ, так и на МП, причем эти сигналы равны по импульсу мо-
мента МП на периоде цифрового управления ДМ, но имеют противопо-
ложные знаки.  

Наконец, четверная задача состоит в кратком представлении компью-
терной технологии для полетной поддержки системы управления ориента-
цией КА с применением анимации пространственного движения спутника. 

Законы наведения при поворотных маневрах. При модели углового 
движения КА (2) и указанных ограничениях на модули векторов )(tωωωω , )(t    εεεε  

и )()( tt     εεεε    εεεε &=∗  разработанный [3] аналитический метод синтез закона 

наведения КА при ПМ на интервале времени ],[ fipT pp ttt ≡∈  с краевыми 

условиями (3) основывается на необходимом и достаточном условии 
разрешимости задачи Дарбу. Здесь решение представляется как результат 
сложения трех одновременно происходящих элементарных поворотов 
«вложенных» базисов kE  вокруг ортов ke , 31÷=k  осей Эйлера, 
положение которых определяется по краевым условиям (3) модели (2). При 
этом искомый кватернион )(tΛΛΛΛ  определяется произведением 

)()()()( 321i tttt ΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛ ooo= , где )/2))(sin()/2),((cos()( ttt kkkk ϕϕ≡ eΛΛΛΛ , 
функ-ция )(tkϕ  определяет угол k -го поворота. В силу неподвижности 
орта ke  в базисе 1−kE  имеем kkk tt e)()( ϕ= &ωωωω , kkk tt e)()( ϕ= &&εεεε , 

kkkk ttt e)()()(* ϕ=≡ &&&&εεεεεεεε . Введем обозначения 31,,, )()()( ÷=kkkk εεω &  векторов 

ω , ε  и ε&  в базисе kE , оператор kkkkk

k

k ΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΛΦΦΦΦ(((( oo 11
)
1

~
),( −−− ≡= aaa  

преобразования вектора 1−ka  из базиса 1−kE  в базис kE  и назначим 
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111 )()( eω tt ϕ= & , 111 )()( eε tt ϕ= &&  и 111 )()( eε tt ϕ= &&&& . Векторы угловой скорости, 
углового ускорения и локальной производной ускорения в ССК 
определяются значениями этих же векторов в базисе 3E , которые 
формируются по рекуррентным формулам, 3,2=k : 

),( 1
)
1 kk

k

k ΛΛΛΛωωωωΦΦΦΦωωωω((((
−− = ;    ),( 1

)
1 kk

k

k ΛΛΛΛεεεεΦΦΦΦεεεε ((((
−− = ;   ),( 1

)(
1 kk

k

k ΛΛΛΛεεεεΦΦΦΦεεεε −− = && ;     k

k

k

k ωωωωωωωω((((ωωωω += −
)
1

)( ; 

k

k

k

k

k

k ωωωωωωωωεεεεεεεεεεεε (((((((( ×++= −κ−
)
1

)
1

)( ;    k

k

k

k εεεεεεεεεεεε &&& += −
)(
1

)(
kk

k

k

k

kk

k

k ωωωωωωωωωωωωεεεεεεεεωωωω (((((((( ××++×+ −−− )2( )
1

)(
1

)
1 . 

В результате при назначении набора скалярных сплайнов )(tkϕ  по явным 
аналитическим соотношениям получаются векторные функции 

)()( )3( tt ωω = , )()( )3( tt εε =  и )()()( )3(* ttt εεε && == . 

По кватерниону fi
*
0

~
)( ΛΛΛΛΛΛΛΛλλλλ    ,,,,ΛΛΛΛ o=λ≡ ∗∗  назначим орт /2)sin(/3

∗∗ ϕ= λλλλe  

третьего поворота, где угол )arccos(2 0

∗∗ λ=ϕ . Для 1-го и 2-го поворотов 

краевые условия принимаются в виде 1== )()( f1i1

pp tt ΛΛΛΛΛΛΛΛ  и 

1== )()( f2i2

pp tt ΛΛΛΛΛΛΛΛ , а для 3-го поворота – как 1=)( i3

ptΛΛΛΛ , 

/2))sin(/2),(cos()( f

3

f

f3 33 ϕϕ= eptΛΛΛΛ , где ∗
3 ϕ=ϕ f  и 1  – единичный кватернион. 

Это соответствует значениям углов 0f

1

i

1 =ϕ=ϕ  и  0f

2

i

2 =ϕ=ϕ . Орт 1e  оси 

Эйлера 1-го поворота назначается из условия его ортогональности орту 3e , 

а орт 132 eee ×= . Векторы )(tωωωω , )(tεεεε , )()( tt εεεεεεεε &≡∗  представляются в аналити-

ческом виде при задании сплайнов )(tkϕ  различных порядков с использо-
ванием в общем случае трех участков заданного интервала ПМ [3]:   

1) участок разгона с оптимизацией по быстродействию при ограниче-
ниях, где КА из условий на левом конце ПМ переводится на движение с 
вектором угловой скорости по орту 3e ;  

2) участок движения с постоянным вектором угловой скорости по ор-
ту 3e ;  

3) завершающий участок движения КА с гарантированным выполне-
нием заданных краевых условий на правом  конце ПМ при использовании 
сплайнов шестого порядка. При этом все параметры скалярных сплайнов 

)(tkϕ  вычисляются по явным аналитическим соотношениям. 
Законы наведения для последовательности маршрутов. Пусть для КА 

землеобзора на солнечно-синхронной орбите (ССО) высотой 720 км 
имеется задание на съемку окрестностей российских столиц (рис. 2) в 
такой последовательности временных интервалов при отсчете времени от 
момента прохождения  восходящего  узла  орбиты: ориентация КА в ОСК 

)0,870[∈∀t  с; ПМ1 длительностью 40 с )870,910[∈∀t  с; маршрут М1 
съемки с выравниванием продольной  СДИ  длительностью  40 с 

)910,950[∈∀t  с  при  начальной точке в гринвичской системе координат с 
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долготой 37.8=L  град, широтой 54.3=B  град и геодезическим азимутом 
12−=A  град; ПМ2 длительностью 55 с )950,1005[∈∀t  с; маршрут М2 

трассовой съемки длительностью 15 с )1005,1020[∈∀t  с начальными 
значениями углов крена 81 =φ  град и тангажа 03 =φ . На рис. 3 
представлен синтезированный закон наведения КА в ИСК для выполнения 
указанного задания, здесь цветами выделены компоненты векторов )(tσσσσ , 

)(tωωωω  и )(tεεεε  – синим цветом по крену, зеленым по рысканию и красным по 
тангажу, а модули векторов )(tωωωω  и )(tεεεε  отмечены черным цветом. 

 
Рис. 2. Маршруты съемки российских столиц на карте 

 
Рис. 3. Векторный сплайновый закон наведения 

Управление кластером ДМ. Для кластера четырех ДМ принципи-
альная проблема заключается в распределении векторов его кинетического 
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Η и управляющего *
Η−=rM . При  некоторых упрощениях эта проблема 

состоит в одновременном решении двух уравнений 
      .,;;, 43rr43 RMRMMMARRA ∈∈∀=−=∈∈∀= γγ  ΗhΗ   Ηh *        (4) 

Используемый подход к разрешению уравнений (4) основан на приме-
нении скалярной функции настройки кластера и позволяет однозначно 
распределять векторы Η и *

Η−=rM  между 4 ДМ по явным аналитическим 
соотношениям. Введем нормированный вектор КМ кластера 

hA/ γ==≡ mh},,{ Ηzyxh , где 21 xxx += , )( 211 hhCx += γ , )( 432 hhCx += γ ; 

}{ ph=h , mh/pph h=  и 1|| ≤ph . Распределение вектора h  выполняется по 

закону 0~~~~)( 2121 =1)−ρ(+−=ρ xxxxf h , где zy qxxqxx /~;/~
2211 == , 

2/12 )4( 2sCqs −= γ , y,zs = , при zy qqq +≡ ; 1<ρ<0 :  

(i) );)/)])2/(()2/)([(41(1)(/( 2/122 qxqqxqqq zyzy −ρ+−ρ−−ρ≡∆  

2/)(1 ∆+= xx , 2/)(2 ∆−= xx ; (ii) распределение КМ между ДМ в каждой 
паре по очевидным формулам; (iii) 

== }{ pmM }),sat(h,{}),({ mr1f
ρρρ

− µφ−− fMaA , где параметры 0, >µφ ρρ  и 

компоненты строки ][ ff
pa=a  имеют явный вид 

3
yz qqhhChhhSCCa /]/)(1)][(2[2 43212

f
2,1 +ρ+−±= γ

2
γ

2
γγ ; 

3
zy qqhhChhhSCCa /]/)(1)][(2[2 21434

f
4,3 +ρ+−= γ

2
γ

2
γγ m . 

Идентификация момента сил сухого трения. Для простоты рас-
смотрим только один ДМ, индекс p  не используется. Модель движения 

ДМ представляется в нормированном виде )()()( f tatat −=Ω& , где управ-

ляющее ускорение rJtmta /)()( = , ускорение ],[))((sgn)( f
o

f
o

f
o

f aatata −∈Ω=  
отражает влияние момента сил сухого трения и при моменте инерции ДМ 

rJ  параметр const/f
o

f
o == rJma . В предположении 

const)()( fff === ss atata  ),[ 1+∈∀ ss ttt  для получения оценки fˆ
sa  значения 

f
sa  применяется дискретный идентификатор Луенбергера 

111

f

2

f

s

f

1s

f

1

f

s1
ˆ;ˆˆ;)ˆ(ˆˆ

+++++ Ω−Ω=ΩδΩδ+=Ωδ+−+Ω=Ω sssssssss gaagTaa  с периодом qT , 

где постоянные параметры f
1g  и f

2g  определяются по явным аналитиче-
ским соотношениям. Дискретная оценка момента сил сухого трения полу-
чается в виде fff ˆˆ)(ˆ

srss aJmtm == . 

Цифровое управление магнитным приводом. Компенсационная 
схема разгрузки кластера ДМ основана на следующих положениях. Вы-
числяются модуль mI  и орт me  вектора потребного импульса механическо-
го момента МП в ССК, назначается его вариация mI∆  на периоде m

uT  циф-
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рового управления МП и рассчитывается постоянная команда 
mmcucu )/I(}{ eM m

uikk Tm ∆==  компенсации импульса механического момента 
МП, которая периодом цифрового управления uT  поступает на кластер ДМ.  

В моменты времени rt , 0N∈r  вычисляется орт rrr B/Bb =  и опреде-

ляется взаимная ориентация ортов rb  и m
re  в ССК; если 

)3/cos(|),(| m
r π>reb , то на очередном периоде дискретности МП не вклю-

чается, иначе вычисляются вектор rrr

m

ui BTl /))(/I(}{ mm ebL ×∆−==  потреб-
ного электромагнитного момента МП на этом шаге цифрового управления 
МП с периодом m

uT .  
Цифровое управление ориентацией спутника. Пусть задано про-

граммное движение КА )(),(),( ttt ppp ωωωωωωωωΛΛΛΛ &  в ИСК. Кватерниону рассогла-

сования ΛΛΛΛΛΛΛΛ ope
~

),( 0 == eΕ  с вектором }{ ie=e  соответствует вектор пара-

метров Эйлера },{ 0 ee=EEEE , матрица погрешности t

e3e ][2)( QeIC ×−=EEEE , где 
][03e ×+= eIQ e  и вектор погрешности ориентации }{=}{δφ=δ ii ee02φφφφ . Век-

тор рассогласования по угловым скоростям вычисляется по формуле 
)()(e tp

i ωωωωωωωωωωωω EEEEC−=}{δω=δ .   

 
Рис. 4. Погрешности стабилизации КА по углам и угловым скоростям 

 

 
Рис. 5. Вариации КМ ДМ и погрешности идентификации моментов трения 
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Рис. 6. Векторы электромагнитного и механического моментов МП 

Выполняется фильтрация значений вектора углового рассогласования 
с периодом pT  и используя разработанный закон управления кластером 

ДМ [4] формируются команды цифрового управления каждым ДМ. При 
этом вектор cur

kk MM +  с помощью описанного выше явного закона распре-
деления КМ между 4 ДМ «пересчитывается» в вектор-столбец }{ pkk m=M  

управляющих моментов ДМ, которые при добавлении к ним компенсации 
fˆ
km  влияния моментов  сил сухого трения фиксируются на полуинтервале 

цифрового управления каждого ДМ с периодом uT . 
Результаты имитации. Для компьютерной имитации работы СУО 

при выполнении задания на съемку российских столиц применялись пе-
риоды дискретности 32/1=qT с; 8/1=pT с; 4/1=uT с и 8=m

uT  с. Пусть при 

820* =t  с имеется вектор накопленного КМ кластера ДМ 
0.8}0.4,{2.5,)( * =tH  Нмс и в этот момент времени начинается разгрузка 

кластера с помощью цифрового управления МП при 2m Aм25l = . При по-
грешностях СОУП с СКО 1m =σ  угл. сек, дискретной фильтрации вектора 
рассогласования и цифровом управлении кластером ДМ с периодом 

25.0=uT  с ошибки стабилизации углового движения КА представлены на 
рис. 4. На рис. 5 приведены изменения КМ двигателей-маховиков и ошиб-
ки fff ˆ

ppp mmm −=δ  идентификации моментов сил сухого трения по осям их 

вращения. Нетрудно убедиться, что кратковременные ошибки в оценке 
моментов сил сухого трения практически не проявляются в рассогласова-
ниях по углам и угловым скоростям движения спутника в процессе выпол-
нения им заданного закона углового наведения. Векторы электромагнитно-
го и механического момента МП приведены на рис. 6. В целом рис. 4 де-
монстрирует эффективность применения компенсационной схемы одно-
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временного цифрового управления кластером ДМ и магнитным приводом 
для его разгрузки. 

Технология полетной поддержки СУО. Для повышения надежности 
и живучести СУО спутника землеобзора при отказах бортовых приборов в 
наземном центре управления полетом (ЦУП) обеспечивается её полетная 
поддержка. Для операторов ЦУП важная проблема состоит в восприятии 
фактической ориентации спутника относительно направлений на объекты 
внешней космической обстановки (на Солнце, Землю, Луну и др.) при воз-
никновении аварийной ситуации в работе СУО, когда ее ресурсы не позво-
ляют выполнить автоматическую диагностику и восстановление работо-
способности с помощью реконфигурации контура управления. Компью-
терные средства анимации позволяют исключить эту проблему: на двух 
соседних мониторах одновременно отображаются пространственные дви-
жения спутника с одинаковыми значениями параметров и начальных усло-
виях – на первом мониторе по фактической телеметрической информации, 
а на втором – по результатам компьютерной имитации движения КА с 
одинаковыми значениями параметров, начальных условий и вариантами 
возможных отказов бортовых приборов в контуре управления. Векторные 
сплайновые законы наведения спутника позволяет существенно упростить 
анимацию его пространственного движения. Разработанная программа ви-
зуализации [4,5] использует векторные сплайны и позволяет изменять 
масштаб изображения, временной темп анимации и перспективу наблюде-
ния сцены пространственного движения спутника. На рис. 7 представлен 
кадр анимации движения КА землеобзора – взгляд с высоты 750 км над 
северным полюсом Земли. 
 

 
Рис. 7. Кадр анимации движения спутника землеобзора 

Заключение. Приведено решение задачи аналитического синтеза век-
торных сплайновых законов наведения КА землеобзора при выполнении 
им последовательности маршрутов сканирующей съемки и пространствен-
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ных поворотных манёвров между ними с краевыми условиями общего вида.  
Разработаны алгоритмы цифрового управления кластером ДМ с иден-

тификацией и компенсацией моментов сил сухого трения по осям их вра-
щения. Для полетной идентификации таких моментов используется дис-
кретный наблюдатель Луенбергера и полученная дискретная оценка при-
меняется для компенсации влияния момента сил сухого трения при фор-
мировании цифрового управления ДМ.  

Созданы алгоритмы цифрового управления магнитным приводом при 
разгрузке кластера ДМ от накопленного кинетического момента. Здесь ис-
пользована компенсационная схема – векторные командные сигналы по-
сылаются одновременно как на кластер ДМ, так и на МП, причем эти сиг-
налы равны по импульсу механического момента магнитного привода на 
периоде цифрового управления ДМ, но имеют противоположные знаки. 

Приведены результаты компьютерной имитации работы СУО спутни-
ка землеобзора на ССО высотой 720 км при одновременном цифровом 
управлении магнитным приводом в процессе разгрузки кластера ДМ от 
накопленного кинетического момента.  

Кратко представлена компьютерная технология для полетной под-
держки СУО КА с использованием векторных сплайнов и применением 
анимации пространственного движения спутника.  

Работа поддержана РФФИ (грант 17-08-01708) и отделением ЭММПУ 
РАН (программа фундаментальных исследований № 13).  
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1. Введение 
Физические и химические свойства жидкостей, транспортируемых по 

трубопроводным сетям, во многом определяют проектные и рабочие пара-
метры трубопроводов.  В нефтяной отрасли трубопроводы служат для пе-
рекачивания широкого спектра углеводородов и их смесей, сильно отли-
чающихся по химическим и физическим свойствам: продукты нефтепере-
работки (бензин, авиационное топливо, керосин, дизельное топливо, мазут 
и др.), нефтехимическое сырье (бензол, стирол, пропилен и т.д.), аромати-
ческие углеводороды (ксилол, толуол, кумол и т.д.), сжиженное нефтяное 
топливо (сжиженный природный газ, сжиженный нефтяной газ) и т.п. 

Информация о физических свойствах жидкостей и газов учитывается 
как при выборе вида математической модели, так и при определении ко-
эффициентов (параметров) соответствующих элементов этой модели. Из-
меняясь, эти параметры могут влиять на характер течения. 

Ранее нами было исследовано влияние переменной динамической вяз-
кости, зависящей от малого параметра, на скорость жидкости в трубопро-
воде [1]. В настоящей работе рассматривается случай, когда плотность 
жидкости не является постоянной; например углеводороды, вообще гово-
ря, являются слабосжимаемыми жидкостями, чья плотность зависит от 
давления и температуры [2]. Будем считать, что плотность меняется со 
временем по известному закону. Также, будем учитывать нестационарные 
условия на концах трубы (через изменяющееся заданным образом давле-
ние).  
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2. Постановка задачи 
Задача состоит в том, чтобы получить уравнение движения вязкой 

сжимаемой жидкости по цилиндриче6ской трубе с нестационарными гра-
ничными условиями. За основу возьмём систему уравнений динамики вяз-
кой жидкости. [3]: 

 

0

yx z

d
div ,

dt

d
F ,

dt x y z

ρ ρ υ

τυ τ τρ ρ

 + =
 ∂∂ ∂ = + + +
 ∂ ∂ ∂

r

rr r rr
                          ( )1  

– уравнение неразрывности и уравнение движения. Здесь υr  – скорость, ρ  

– плотность, F
r

 – массовые силы, xτr , yτr , zτr  – векторы, соответствующие 

строкам матрицы тензора напряжений [3]. 
Будем рассматривать течение вдоль горизонтальной оси трубы (ось z ), 

пренебрегая массовыми силами ( 0F =
r

). Исходя из этих предположений, 
перепишем систему (1) следующим образом: 

 

0z

yx z
z

d
,

dt z

.
t z x y z

ρ υρ

τυ υ τ τρ υ

∂ + = ∂
 ∂∂ ∂ ∂ ∂  + = + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

rr r r r                                   ( )1′  

Спроецируем второе уравнение системы (1′ ) на оси соответствующей 
декартовой системы координат, и, с учетом сделанных выше предположе-
ний, получим следующие выражения: 

( )

( )

2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

z

z

z z z z z z
z

p
,

z x x

p
,

y z y

p
,

t z x y z z z

υλ µ

υλ µ

υ υ υ υ υ υρ υ µ λ

∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂
∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + = + + − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 

где p p(t,z )=  – давление, λ  – коэффициент объёмной вязкости, µ  – коэф-
фициент динамической вязкости. Первые два уравнения дают следующее: 

( ) ( )

( ) ( )

1

2

z

z

p F y,z,t ,
z

p F x,z,t .
z

υλ µ

υλ µ

∂ + = + ∂
 ∂ + = +
 ∂

 

Отсюда следует, что ( ) ( ) ( )1 2F y,z,t F x,z,t F z,t= = , и, в результате: 
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 ( ) ( )zp F z,t .
z

υλ µ ∂= + −
∂

                                   ( )2  

Из уравнения неразрывности можно выразить производную скорости 
по z : 

 
1z d

z dt

υ ρ
ρ

∂ = −
∂

;                                                ( )3  

тогда 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
z z z z z

z

d p
.

t dt x y z z z

υ ρ υ υ υ υρ υ µ λ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− = + + − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
                  ( )4  

Поскольку мы в самом начале указали, что плотность жидкости меня-

ется лишь со временем, то 
2

2
0z

z

υ∂ =
∂

 (согласно уравнению (3)). 

Из (2) получаем для 
p

z

∂
∂

: 

( ) ( )

( )

2

2
z

F z,tp
,

z z z
F z,tp

.
z z

υλ µ
∂∂ ∂= + −

∂ ∂ ∂
∂∂ = −

∂ ∂

 

Следовательно, изменение давления по длине трубопровода описыва-

ется некоторой функцией ( ) ( )F z,t
f t ,z

z

∂
= −

∂
. 

Переходя к цилиндрической системе координат в уравнении (4) и 
учитывая последние полученные соотношения, запишем уравнение для 
определения скорости течения вязкой сжимаемой жидкости в трубопроводе: 

 ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2

2

1 1z z z
z

t d t
t f z,t

t r r r t dt t

ν ρυ υ υν υ
ρ ρ

∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂

,               ( )5  

где [ ]0t ,T∈ , [ ]0r ,R∈ . Для уравнения (5) ставится начально-краевая зада-
ча: найти функцию ( )z t ,r ,zυ , которая являлась бы решение уравнения (5), 
в начальный момент времени обращалась в заданную функцию 

( ) ( )0z ,r ,z r ,zυ ϕ=  (другими словами, начальное распределение), и во все 
моменты времени удовлетворяла граничному условию ( ) 0z t ,R,zυ = . Если 
нам необходимо обеспечить заданные значения скорости ( )0z t ,r ,υ  и 

( )z t ,r ,Lυ  на входе и выходе трубопровода соответственно, то функция 

( )f t ,z  будет определена уже в процессе решения на основе этих требова-
ний. Однако, для простоты, в данной работе будем считать, что функция 

( )f t ,z  нам известна. 
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3. Решение 

Уравнение (5) представляет собой неоднородное уравнение теплопро-
водности с переменными коэффициентами. Если привести все соотноше-
ния к безразмерному виду [1,4], то получим следующее уравнение: 

 ( ) ( )
2

2

1u u u
a u ,τ γ τ χ

τ η η η
∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂

,                         ( )5′  

где 0,Tτ  ∈   , [ ]0,Nη ∈ , ( ) ( )
1 d

a
d

ρτ
ρ τ τ

= . Такое уравнение решать удобнее, 

т.к. присутствует лишь один переменный коэффициент. 

Будем считать, что плотность слабо меняется со временем. Разобьём 
временной отрезок 0,T    на h  небольших интервалов, на каждом из кото-

рых можно будет считать плотность, а, следовательно, и коэффициент 
( )a τ  постоянными. Тогда мы получим h  уравнений вида (5′ ), решение 

каждого из которых имеет вид: 
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i
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В качестве примера построим полученное решение для случая, когда 
скорость не зависит от z . Примем в качестве начального распределения 
скоростей распределение Пуазейля [3], зададим линейный закон изменения 
плотности, и линейное изменение давления на конце трубопровода: 

 ( ) 0

a
t t

T
ρ ρ= + ,                                           ( )7  

 ( ) 0
01 k

Н

z z p p
p t ,z p t p

L L T

−   = − + + +   
   

.                   ( )8  



 
 

91

Мы уделяем особое внимание транспортировке нефтепродуктов, а 

плотность нефти может меняться в пределах 730 940−  
3

кг

м
 [5]; в качестве 

начального значения плотности примем 0 830ρ =  
3

кг

м
. 
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Рис. 8. Зависимость скорости жидкости от 
времени на разных расстояниях от оси 

трубы 

Рис. 9. Зависимость скорости жидкости от 
радиальной координаты в разные моменты 

времени 

Чтобы оценить, как сильно влияет меняющаяся во времени плотность 
на скорость и характер течения, построим графики ( )0z t ,υ : один для 

830ρ =  
3

кг

м
, второй для случая изменения плотности в соответствии с 

уравнением (7) (рис.3). 
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Рис. 10. Зависимость скорости течения на оси трубы от времени 

4. Выводы 
В работе решена задача о движении вязкой слабосжимаемой жидко-

сти по горизонтальной трубе круглого сечения при нестационарных крае-
вых условиях. Плотность слабо меняется со временем, а нестационарность 
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диктуется постановкой граничных условий на концах трубы. Было получе-
но численно-аналитическое решение, описываемое уравнением (6). Срав-
нение полученного решение с решением для случая постоянной плотности 
(рис.3) позволяет говорить, что если плотность жидкости меняется слабо, 
то это не оказывает существенного влияния на скорость и характер течения. 

Полученные результаты позволят в дальнейшем, решить задачу опти-
мизации управления потоками вязких слабосжимаемых жидкостей по тру-
бопроводным системам. 
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ORGANIZATION OF CONTROL OF THE MOTION OF UNMANNED 
TRANSPORTATION MEANS: THE TWO-LEVEL PRINCIPLE 

N.R. Surkin (KNRTU-KAI, 420111, Kazan, K.Marx str., 10)  

Keywords: control of the motion, unmanned transportation means, basic 
structure (state). 

Рассматриваются вопросы управления группой беспилотных транс-
портных средств (БТС). Предлагается рассматривать БТС как совокуп-
ность двух модулей - управляемой транспортной платформы и полезной 
нагрузки. Все многообразие пространственного положения БТС предлага-
ется свести к четырем базовым структурам (состояниям). 

Развитие элементной базы, средств электронно-вычислительной тех-
ники, теории и алгоритмов управления, базового и прикладного программ-
ного обеспечения привело к появлению в начале XXI века широкого спек-
тра аппаратов различного прикладного назначения, способных решать по-
ставленные задачи без непосредственного включения человека в контур 
управления ими. В ряде случаев включение человека в контур управления 
может быть ограниченным. Аппараты такого типа, способные осуществ-
лять управляемое движение в одной или нескольких средах (космическом 
пространстве, атмосфере, планетарной поверхности, толще жидкости), в 
дальнейшем будем именовать беспилотными транспортными средствами 
(БТС). 

БТС целесообразно представить в виде двух модулей – управляемой 
транспортной платформы (УТП) и полезной нагрузки (ПН). 

УТП предназначена для обеспечения передвижения в избранной среде 
и доставки ПН в заданную в рамках поставленной целевой задачи (ЦЗ) об-
ласть пространства. 

ПН представляет собой комплекс средств, предназначенный для непо-
средственного решения ЦЗ. 

Далее рассмотрим задачи управления УТП, возникающие при движе-
нии БТС в атмосфере и по планетарной поверхности. 

Общий вид траектории движения УТП формируется в соответствии с 
ЦЗ и закладывается на ее борт либо в виде программы перед началом вы-
полнения задания, либо в телеоператорном режиме непосредственно в 
процессе движения. При формировании общего вида траектории движения 
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УТП не проводится детализация условий ее движения, как то наличие не-
подвижных и подвижных препятствий, неоднородности и возмущений 
среды передвижения и т.п. Уточнение конкретных условий движения УТП 
при выполнении ЦЗ осуществляется ее бортовыми средствами и учитыва-
ется при формировании алгоритма управления движением. Таким образом, 
реальная траектория движения УТП в некоторые моменты времени может 
значительно отличаться от общего вида траектории. Как следствие задача 
формирования алгоритма управления движением УТП не является задачей 
стабилизации в классическом понимании. 

Исходя из изложенного, предлагается двухуровневый принцип орга-
низации управления движением УТП. Верхний уровень предполагает 
предварительное формирование программы движения УТП из условия вы-
полнения ЦЗ или телеоператорное управление в реальном масштабе вре-
мени из тех же условий. В обоих случаях состояние среды движения пред-
полагается номинальным, а общая характеристика возможных помех – из-
вестной. На нижнем уровне система управления УТП самостоятельно 
формирует алгоритм движения на основе заданной верхним уровнем гене-
ральной траектории и результатов обследования состояния среды движения. 

В настоящее время появилась возможность создавать конструкции 
УТП достаточно малых размеров, которые могут автономно перемещаться 
в пространстве, выполнять поставленные перед ними задачи и иметь при 
этом небольшую стоимость. Это позволяет вместо одного большого БТС 
использовать несколько малоразмерных недорогих БТС, которые, взаимо-
действуя между собой, способны выполнять ту же ЦЗ, что и большое БТС. 
При этом применение группы взаимодействующих малоразмерных БТС 
имеет ряд преимуществ по сравнению с использованием одного большого 
БТС: 

1. Меньшая уязвимость группы малоразмерных БТС как системы по 
сравнению с одним большим БТС. Возможность распределения ПН одного 
большого БТС на несколько малых УТП приводит к тому, что группа ма-
лоразмерных БТС сохраняет способность выполнения ЦЗ хотя бы частич-
но при потере нескольких БТС, в то время как потеря большого БТС вле-
чет за собой прекращение выполнения ЦЗ. 

2. Малая заметность. Малоразмерность отдельного БТС и возмож-
ность рассредоточения в пространстве при передвижении группой обу-
славливают затруднительность обнаружения БТС противником. 

3. Новые свойства группы БТС как системы, позволяющие выполнять 
различные виды задач, невыполнимые для единичного БТС. 

4. Повышение надежности решения ЦЗ. Использование нескольких 
УТП для размещения одинаковой ПН решает проблему резервирования. 

5. Гибкость формирования комплексов для решения различных ЦЗ. 
Использование унифицированных УТП позволяет варьировать состав ПН 
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и численность группы БТС для решения различных ЦЗ при сохранении 
общности алгоритмов управления отдельной УТП и группой БТС в целом. 

При выполнении ЦЗ группа БТС занимает в пространстве движения 
некоторую область в общем случае произвольной конфигурации. Для 
формирования алгоритмов управления отдельными УТП и группой БТС в 
целом необходимо определенным образом упорядочивать взаимное распо-
ложение УТП внутри группы. Представляется целесообразным свести все 
многообразие пространственного положения УТП к четырем базовым 
структурам (состояниям) с условными наименованиями "C" (crystal, кри-
сталл), "L" (liquid, жидкость), "G" (gas, газ) и "V" (volume, объем). 

Состояние C. В этом состоянии относительное положение УТП в 
группе строго регламентировано (заданы эшелоны, дистанции, интервалы) 
и напоминает узлы кристаллической решетки. Задача управления относи-
тельным движением УТП сводится при этом к стабилизации относительно 
узлов "решетки". Самих же конфигураций "решеток" (ордеров) может быть 
сколь угодно много. Конкретный вид ордера определяется исходя из ре-
шаемой ЦЗ. 

Состояние L. В этом состоянии относительное положение УТП в 
группе определяется исходя из условия максимально допустимого количе-
ства УТП на единицу объема пространства, т.е. достижения максимальной 
плотности группы. При этом форма занимаемой группой УТП части про-
странства переменна при сохранении постоянства потребного для группы 
объема. Потребный для группы УТП объем пространства определяется ус-
ловиями безопасности относительного движения УТП, в частности, гаран-
тированного предотвращения соударений УТП. Дополнительным услови-
ем при формообразовании объема, занимаемого группой УТП, может вы-
ступать требование минимума площади поверхности указанного объема. 

Состояние G. В этом состоянии относительное положение УТП в 
группе определяется исходя из условия равномерной плотности группы в 
заданном объеме пространства, который, в свою очередь, определяется 
особенностями решения поставленной ЦЗ. 

Состояние V. В этом состоянии также задается некоторый объем про-
странства, отводимый под группу УТП, но, в отличие от состояния G, не 
требуется равномерность плотности группы в выделенном объеме про-
странства. 

Каждая из рассмотренных базовых структур имеет в своем составе 
точку, соответствующую положению центра масс абсолютно твердого тела 
равномерной плотности, занимающего тот же объем, что и группа УТП в 
том или ином состоянии. Верхний уровень управления предполагает фак-
тически задание траектории движения этого "центра масс", обеспечиваю-
щей возможность решения ЦЗ. Конкретный вид состояния, в котором на-
ходится группа БТС в той или иной точке траектории общего вида, опре-
деляется либо программно, либо задается командой оператора (при теле-
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операторном управлении), либо формируется автономно самой группой 
БТС исходя из оценки особенностей среды передвижения на основе ре-
зультатов непосредственного измерения ее состояния. 

Алгоритмы нижнего уровня управления определяют взаимное отно-
сительное движение УТП, а также их движение относительно "центра 
масс" занимаемого группой БТС объема пространства. Алгоритмы нижне-
го уровня управления строятся на основе имитации движение молекул ве-
щества в том или ином агрегатном состоянии под действием внутренних 
сил. При этом изменение силы притяжения достаточно описывать линей-
ным законом (например, законом Гука), так как силы притяжения необхо-
димы для предотвращения потери связи между УТП. Силы же отталкива-
ния необходимо описывать нелинейными законами, так как необходимо 
гарантировать отсутствие соударений УТП между собой и элементами 
среды передвижения при выполнении ЦЗ. Особую значимость это требо-
вание приобретает в случае высокоскоростного пространственного движе-
ния группы БТС. Результирующая сил и будет определять вектор переме-
щения УТП. При этом все УТП, входящие в группу БТС, имеют унифици-
рованную конструкцию и являются равноправными в смысле приоритетов 
управления. Таким образом, управление группой БТС является децентра-
лизованным [1, 2]. 

Каждое БТС в соответствии с общим ЦЗ и информацией о фактиче-
ском положении группы, своего положения внутри группы и состояния 
среды передвижения реализует так называемое "ситуационное поведение" 
[3]. На аппаратном уровне связь БТС группы между собой может реализо-
вываться на основе радио или оптического каналов связи. Для связи с цен-
тром управления группой БТС предпочтительно использование радиока-
нала. Так или иначе, для передачи данных предлагается использовать мо-
бильную одноранговую сеть с помехоустойчивым кодированием. При этом 
возникает возможность добавлять и/или удалять БТС из группы в любой 
момент времени, а также в случае необходимости объединять и/или пере-
распределять их ресурсы. 
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О СТАБИЛИЗАЦИИ ДВИЖЕНИЯ СПУТНИКА ПРИ СЛУЧАЙНЫХ 
ВОЗМУЩЕНИЯХ 
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lubov.s.alex@yandex.ru 

ON STABILIZATION OF SATELLITE MOTION UNDER  
STOCHASTIC PERTUBATIONS 

L.S. Takhtenkova (Ulyanovsk State University) 

Keywords: satellite, stabilization, stochastic perturbation, Lyapunov function. 

Многие процессы в физике, биологии, механике и т.д. могут быть 
описаны с помощью стохастических дифференциальных уравнений[1,2]. 
Так, движение спутника определяется многими факторами, в том числе, 
имеющими  случайную составляющую.  

В статье излагаются результаты решения задачи о стабилизации вра-
щательного движения спутника  при наличии случайных возмущений. Для 
исследования поставленной задачи применяется второй метод Ляпунова 
для дифференциальных уравнений со случайной правой частью [1,3,4]. 

Рассмотрим осесимметричный спутник, центр масс которого движет-
ся по эллиптической орбите. Пусть Oξηζ  – орбитальная система коорди-
нат, образованная радиусом-вектором, трансверсалью и бинормалью к ор-
бите [5], Oxyz– система координат, жестко связанная с телом, оси которой 
направлены по главным центральным осям инерции тела, Oz – ось сим-
метрии. ,A B C= - главные центральные моменты инерции спутника. Ори-
ентацию системы Oxyz относительно  Oξηζ , будем определять при помощи 
углов Эйлера , ,ψ θ ϕ , вводимых обычным образом [5].  

Примем, что уравнения вращательного  движения спутника относи-
тельно центра масс под действием гравитационных и управляющих мо-
ментов, случайных возмущений  имеют следующий вид: 
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0 3 3( )
dp

p p W
dt

σ= − &                                                          (2) 

где 
1

R
ecos

ρ
ν

=
−

 – расстояние от центра масс спутника до центра притяже-

ния, µ  – гравитационная постоянная,ν  - истинная аномалия, e -

эксцентриситет, ρ  – фокальный параметр орбиты, p  - циклический им-

пульс, 1 2 3, ,σ σ σ - интенсивности случайных возмущений, 1 2 3, ,W W W- стан-

дартные винеровские процессы. 
При отсутствии возмущений имеют место обобщенные стационарные 

движения [6-8] 

00; 0; ; 0, ;
2

p
πθ ψ θ ψ π ϕ ω= = = = = ±& & & , 

при которых спутник вращается вокруг своей оси симметрии, коллинеар-
ной нормали к плоскости орбиты. При 0ψ =  ось Oz имеет противополож-

ное с Oη  направление, при ψ π=  направление Oz и нормали Oη  совпадают.  
Исследуем задачу о стабилизации нерегулярного вращения перпенди-

кулярного плоскости орбиты 
2

πθ = , ψ π= , 0pϕ ω= −&   при помощи момен-

тов пропорциональных абсолютной угловой скорости спутника 

1 2 3 0, , ( )M k M k M k p pθ ψ ϕθ ψ= − = − = − −& & .                         (3) 

Согласно (2) имеем следующие уравнения движения в линейном при-
ближении  

.

1 1 1( )2
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Возьмем  функцию Ляпунова в виде 
2 2 2 2 2

11 12 22 0

1 1 1 1
( ) ( ) ( 2 ) ( )

2 2 2 2
V a a a p pξ αξ η βη ξ ξη η= + + + + + + + −& & , 

где 2
11 22 12 0a a a− > . 

Очевидно, что V  положительно определена. Из условия 0LV ≤ , где 
LV - оператор функции Ляпунова [2],  и теорем из [3,4] получены следую-
щие условия стабилизируемости: 
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При отсутствии случайных возмущений эти условия совпадают с ус-
ловиями стабилизации из  [8].  Учет случайных возмущений накладывает 
более жесткие ограничения (4) на параметры спутника и управления. 
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УПРАВЛЕНИЕ, ОБЕСПЕЧИВАЮЩЕЕ ДИНАМИЧЕСКОЕ  
ПОДОБИЕ ТЕХНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

С.А. Терентьев (КНИТУ-КАИ, Россия, 420111, Казань, К.Маркса, 10)  
E-mail: kuvalda220@mail.ru 

CONTROL, TO ENSURE DYNAMIC SIMILARITY  
OF THE TECHNICAL SYSTEM. 

S.A. Terentyev  (KNPTU-KAI, Russia, 420111, Kazan, K. Marx str., 10) 

Keywords: control, dynamic similarity, modelling, technical system, air-
craft (LA). 

Для обучения пилотированию летательными аппаратами (ЛА) ис-
пользуются тренажёры и специальные учебные ЛА. При помощи таких 
технических систем происходит отработка и закрепление обучающимися 
методов пилотирования. С точки зрения экономической целесообразности 
обучение следует проводить на ЛА который имеет минимальную стои-
мость эксплуатации [1]. Возникает задача пилотирования моделирующим 
летательным аппаратом, на котором реакция на управляющие воздействия 
была бы похожей на реакцию базового летательного аппарата.  

Математические модели движения ЛА рассматриваются в работах 
[2,3 и 4]. 

Задача моделирования в полете на моделирующем ЛА динамики 
движения базового ЛА сводится к задаче обеспечения подобия движения 
базового летательного аппарата. 

Движение базового и моделирующего ЛА определяется уравнениями 

                                               (1) 

или 

                                             (2) 

Первое уравнение разделим на  , а второе на  , получим  

                                              (3) 

Условие пропорционального динамического подобия. 
Для обеспечения динамического подобия потребуем выполнения ра-

венства 

 =  .                                                   (4) 
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Уравнение (4) является условием динамического подобия ЛА. 
Тогда из системы уравнений (4) получим 

=                               (5) 

Управление моделирующего ЛА будем вычислять по формуле 
= +∆u                                                (6) 

Составляющая ∆u является для обеспечения одинаковых динамиче-
ских характеристик моделирующего ЛА. Запишем уравнение (5) с учётом 
(6) и получим 

=  

Проведём ряд математических преобразований предыдущей формулы, 
получим 

=  

Приведём левую и правую части уравнения (8) к общему знаменателю 

=  

сократим одинаковые (не нулевые) сомножители слева и справа 

=  

Введём обозначения 
A=  , 

B=  ,                                                               (7) 
C=  . 

Запишем с использованием новых обозначений 

=  . 

После преобразования дроби получим следующую формулу 

 
Сгруппируем слагаемые с  слева от знака равенства 

  , 
выделим общий сомножитель 

  . 
Получим формулу для корректирующей составляющей управления 

  .                                                      (8) 

Таким образом, управление моделирующего ЛА вычисляется по фор-
муле (6) с учётом корректирующей составляющей  , которая вычисляет-
ся по формуле (8) с учётом выражений (7).  

Условие точного динамического подобия. Для обеспечения дина-
мического подобия потребуем выполнения равенства 

                                                     (9) 
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Управление моделирующего ЛА будем вычислять по формуле 
= +∆u                                                     (10) 

Из второго уравнения в (1) и (10) получим: 
+∆u                                              (11) 

Из первого уравнения (1) получим: 

                                                     (12) 

Уравнение (11)  преобразуем, используя (9) и (12): 

(  )= +∆u 

Раскроем скобки, получим формулу : 

∆u= +  

вынесем общий множитель, получим: 
∆u=  - 1) +                                       (13) 

В формулу (13) входит соотношение, характеризующее различие в 
массах летательных аппаратов. Введем обозначение 

                                                         (14) 

Формула (13) примет вид 
∆u=  - 1) +                                    (15) 

В этом расчётном случае управление моделирующего ЛА вычисляется 
по формуле (6) с учётом корректирующей составляющей , которая вы-
числяется по формуле (15) с учётом выражений (14).  

Обобщим результаты, полученные выше и результаты, опубликован-
ные в работах [5-7]. В таблице 1 приведены формулы для обеспечения ди-
намического подобия. Для вращательного движения по каналам тангажа α 
и курса β, динамическое подобие обеспечивается совокупностью параметров. 

Выводы. В статье приводятся результаты исследования управления 
ЛА. Для базового и моделирующего ЛА получена математическая модель 
движения. В работе предложен метод определения управления для обеспе-
чения динамического подобия ЛА.. Получены расчётные формулы для оп-
ределения корректирующей составляющей управления моделирующего ЛА. 

В работах [4-7] приведены результаты моделирования управляемого 
движения базового и моделирующего ЛА в программном комплексе Mat-
lab в системе Simulink. Анализ результатов компьютерного моделирования 
показывает: 

 1) схожесть движения моделирующего и базового летательных ап-
паратов ; 

 2) близость рассогласования динамических характеристик к нулю 
показывает эквивалентность динамических характеристик. 
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Следовательно, показана работоспособность метода определения 
управления для обеспечения динамического подобия базового ЛА на мо-
делирующем ЛА.  
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CONTROL OF SYNCHRONOUS GENERATOR IN THE ELECTRIC 
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design.  

Введение. При резком изменении нагрузки либо коротком замыкании 
в синхронных машинах возникают переходные процессы. Динамика син-
хронной машины при подобных процессах значима практически, посколь-
ку эти процессы могут привести к повреждениям машины, а также убыт-
кам в связи с отключением от электросети потребителей. 

Однако ввиду большого разнообразия и неопределенности внешних 
возмущений достаточно сложно описать их количественно (из-за чрезмер-
ного количества возможных комбинаций). Вследствие чего необходимо 
качественное исследование для гарантированного оценивания текущего 
состояния и синтеза управления.  

В данной работе для модели одномашинной системы [1] проводится 
синтез общего для трех режимов регулятора, обеспечивающего устойчи-
вость переходов из одного режима в другой при изменениях нагрузки. Для 
оценивания состояния и синтеза управления используются методы инвари-
антных эллипсоидов [2,3] и матричных систем сравнения [4,5].  

1. Математическая модель СГ в системе бесконечной мощности. В 
качестве базовой используется известная в литературе математическая мо-
дель синхронной машины, в которой с помощью преобразования Парка 
выполнен переход от статорных величин в неподвижных осях a, b и с к но-
вым переменным в системе координат d-q, которая движется вместе с ро-
тором.  В качестве переменных состояния выбраны токи, отклонение угла 
δ и угловой скорости ω ротора машины от синхронно вращающейся оси. 

Синхронная машина (без учета демпферных обмоток), работающая на 
систему неограниченной мощности через линию электропередачи, может 
быть представлена следующими уравнениями [1]: 
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Здесь: i – токи, δ – угол, ω – угловая скорость, L – индуктивности, 

2/3=k  – постоянная Парка, FM  - взаимная индуктивность обмоток ста-

тора и обмотки возбуждения ротора, 
МХ

M  - механический момент, D – ко-

эффициент демпфирования, 
бJ Hωτ 2=  - постоянная времени в относи-

тельных единицах (где H – постоянная инерции), r – активные сопротивле-

ния, Fu  - напряжение обмотки возбуждения ротора, ∞U  - напряжение сис-

темы бесконечной мощности. 
Система уравнений (1)-(5) представляется в матричном виде:  
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где 
2)( FedF kMLLLL −+= . 
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Пусть T
qFd iiix ),,,1,( 000000 == ωδ  - вектор, определяющий устано-

вившийся режим, соответствующий заданной нагрузке, T
qFd iiix ),,,,( ωδ=  

– вектор состояния (в отклонениях от установившегося режима)  
Уравнения (6) представляются в виде: 
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Коэффициенты матрицы А(х) зависят от фазовых координат, и систе-
ма является нелинейной. Поэтому для дальнейшего использования модели 
необходимо провести ее линеаризацию. 

Матрица )( 0xAL  линеаризованной относительно заданного устано-
вившегося режима системы выглядит следующим образом: 

)( 0xAL =

































−+

−−

−−−

−−
−

−
−

∞

∞

∞

qe

se

qe

F

qe

de
F

qe

F
d

qe

de

qe

qeFFdeseF
q

qeFF

qeFFFseF
q

qeFF

J

FFddq
q

J

F
q

J

dq
J

L

r

L

kM

L

L
i

L

kM
i

L

L

L

U
L

LkM

L

rL

L

rkM
i

L

LkM

L

UkM
L

LL

L

rkM

L

rL
i

L

LL

L

UL

ikMiLL
i

kM
i

LL
D

000

00

00

00
00

)sin(
3

)cos(
3

)cos(
3

3

)(

33

)(
/0

00010

δ

δ

δ

τττ
τ

. 



 
 

109

Некоторые элементы матрицы )( 0xAL  зависят от установившегося 
режима, который в свою очередь определяется текущей нагрузкой P, Q и 
напряжением сети ∞U . 

Параметры системы, при которых проводилось моделирование, пред-
ставлены в таблице 1. 

Таблица 1 
Параметр Значение Параметр Значение 

Uном 
Pном 
U∞ 
Le 
Ld 
Lq 
Ls 

dL′  

20 kВ 
100 Mват 
1 о.е. 
0.997 о.е. 
0.973 о.е. 
0.55 о.е. 
0.05 о.е. 

190.0  о.е. 

rs 
re 
Tdo 

τJ 

D 

sdF -LLkM =  

FL  

doFF TLr ′= /  

0.005 о.е. 
0.005 о.е. 
7.766 
10 
0 
0.923  о.е. 
1.088  о.е. 
0.140 о.е. 

Рабочий режим определяется в зависимости от нагрузки и задается 
требуемой мощностью. Рассматривается 3 варианта (представлены в таб-
лице 2). 

Таблица 2 
а) низкая на-
грузка  

о.e.0.225о.e.,0.05 −== НН QP  x0=[0.1214 1.0000 0.3764 
1.0609 0.1332]T  uF0=0.1924    
MХ0=0.0505 

б) нормальная 
 нагрузка 

..015.0    o.e., 1 eoQP НН ==  x0=[0.9819 1.0000 -1.4547 
4.1574 0.9404]T uF0=0.7539   
MХ0=1.0100  

в) высокая  
нагрузка 

еоQP НН .3.0   о.e., 1.25 ==  x0=[0.9179 1.0     -2.0354 
5.4941 0.9025]T    uF0=0.9963   
MХ0=1.2665 

Структурная схема автоматического регулятора возбуждения (АРВ), 
который обычно используется для стабилизации напряжения [1], пред-
ставлена на Рис.1.  

 
Рис.1 
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Уравнение для АРВ имеет следующий вид [1]: 
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IF uu
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UU
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d

du −−−+−=
τ , (8) 

где 22
qdt UUU += , 22

qdt III += , AT  - постоянная времени, UI KK ,  

настраиваемые коэффициенты обратной связи, ru  - дополнительный 
управляющее воздействие. 

Уравнение для регулятора скорости турбины имеет вид:  

 
sMx

Mx
s uM

d

dM
T =+

τ . (9) 
где Ts – постоянная времени, us – управляющее воздействие. 

Следует отметить, что стандартный АРВ с коэффициентами KI=5; 
Ku=500 и постоянной времени TA=0.05 не обеспечивает стабилизацию тока 
и напряжения при высокой нагрузке. Кроме того система с АРВ без регуля-
тора скорости имеет малый запас устойчивости. Для того чтобы увеличить 
запас устойчивости для каждого из 3-х режимов проводится синтез регуля-
тора возбуждения и регулятора скорости турбины синхронного генератора 
в виде обратной связи по состоянию ( Kxuu sr =T), . 

2. Синтез регулятора по состоянию на основе решения линейных 
матричных неравенств. Математическая модель рассматриваемой систе-
мы представляется в виде [2]: 

 
,)()(

  ,)(  ),,()()()()(

21

001

utBxtCz

xtxxttwtDutBxtAx

+=
=Φ+++= ϕ&

    (10) 

где nRx∈  - вектор состояния, r
r RWtw ⊂∈)(  - входное возмущение, 

lRz∈  - вектор выхода, по которому будет оцениваться качество процес-

сов; ,)( nnRtA ×∈  ,)(1
mnRtB ×∈  ,)( rnRtD ×∈  ,)( qnRt ×∈Φ  ,)( nqRtC ×∈  

mqRtB ×∈)(2 - известные матрицы с непрерывными и ограниченными эле-
ментами при всех ],[ 0 Ttt ∈ , T> 0t  заданная константа (при рассмотрении на 

конечном интервале) или T=∞ (при рассмотрении на бесконечном интервале). 

Нелинейная векторная функция ),( xtϕ  удовлетворяет условию: 
 

mn
ff RuR,xTtttutBtxtCuxt ∈∈∈∀++≤ ,),[  ,)()()()(),,( 0

2
10

2 µµϕ
, (11) 

где mq

f

nq

f RtBRtC ×× ∈∈ )(,)(  - известные матрицы с непрерывными и огра-

ниченными элементами при всех ],[ 0 Ttt ∈ . Здесь ⋅  означает евклидову 

норму вектора, 0, 10 ≥µµ  - заданные параметры. 
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Предположим, что неопределенные возмущения являются непрерыв-
ными функциями, ограниченными в каждый момент времени: 

 0
2

  ,1)( tttw ≥∀≤ . (12) 
Состояние системы (10) с нелинейностями из (11) и неопределенными 

возмущениями из (12) возможно оценить в виде эволюционирующего ин-
вариантного эллипсоида, матрица которого будет определяться исходя из 
частного решения матричной системы сравнения либо дифференциальных 
линейных матричных неравенств. 

Теорема 1 [4]. Эллипсоид ))(( tQE , где ),,()( 00 QttQtQ =  есть решение 

матричной системы сравнения  
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(13) 
или дифференциального линейного матричного неравенства  
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при всех ],[ 0 Ttt ∈  и некоторых βµαβ /  ,0 0≥> , является инвариантным 

для траекторий системы (10), стартующих из начального эллипсоида 
)( 0QE . 

Для синтеза управления в виде обратной связи по состоянию u=Kx та-
кого что, замкнутая система будет стабилизирована, а начальные отклоне-
ния и воздействие внешних возмущений будут подавляться, в [2] предло-
жено решать задачу оптимизации критерия при ограничениях в виде диф-
ференциальных линейных матричных неравенств. В качестве критерия вы-
бирается след матрицы, определяющей размер инвариантного или ограни-
чивающего выход эллипсоида. Доказана следующая теорема. 

Теорема 2 [4]. Решение )( ),( ),,,()( **
00

** tZtYQttQtQ =  задачи 

[ ] mintrace 22222222 →+++ TTTTT ZBBYCBBYCQCC  при ограничениях 
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   0≥



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



QY

YZ
T ,     (15) 

где минимизация проводится по матричным переменным 
llmnnnT RtZRtYRtQtQ ××× ∈∈∈= )(  ,)(  ,)()( , скалярной переменной β>0 и 

скалярному  параметру βµα /0≥ , определяет при каждом ],[ 0 Ttt ∈  мат-

рицу )(* tQ  ограничивающего эллипсоида для вектора состояния x(t), мат-

рицу TTTTT BZBCYBBYCCQC 2

*

22

*

22

*

22

*

2 +++  ограничивающего эллипсоида 
для вектора выхода z(t) системы (14) и зависимую от времени матрицу ко-
эффициентов соответствующего регулятора по состоянию 

)()()( 1*** tQtYtK −= . Если, кроме того, матрица )(* tQ  удовлетворяет допол-
нительно ограничениям RQ ≥0  и )()( tStQ ≤  для всех ],[ 0 Ttt ∈ , где R и S(t) 
– заданные положительно определенные симметрические матрицы, то ис-
комый регулятор обеспечивает ограниченность замкнутой системы отно-
сительно множеств [E(R), E(S(t))] при всех нелинейностях из (11). 

Если синтезировать управление для каждого из трех режимов рас-
сматриваемой системы, то при изменении нагрузки потребуется переклю-
чать управление. Кроме того регуляторы синтезированные для каждого из 
рассматриваемых режимов не обеспечивают устойчивость переходов из 
одного режима в другой при изменении нагрузки. Возникает вопрос, воз-
можно ли найти такое управление, которое сможет обеспечить стабилиза-
цию каждого из трех режимов. В данной работе синтез управления произ-
водится из условия обеспечения минимального предельного инвариантно-
го эллипсоида одновременно для всех трех режимов. При этом задача оп-
тимизации из теоремы 2 решается при ограничениях вида (14), записанных 
для каждого из 3-х режимов.  

С использование программного обеспечения CVX в пакете MatLab 
был произведен синтез общего для трех режимов регулятора в виде обрат-
ной связи по состоянию Kxuu sr =T),(  c матрицей коэффициентов усиления  









=

3.46-4.065.78-13.85-71.94-26.17-

1.183.42-9.31-14.23-49.7112.99
K . 
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Получена также матрица предельного инвариантного эллипсоида для состояний:  



























=

0.540.00270.0670.04-0.013-0.007

0.00270.0030.0096-0.0040.0006-0.0005

0.0670.0096-0.630.304-0.0060.0006

0.04-0.0040.304-0.150.0025-0.0009-

0.013-0.0006-0.0060.0025-0.00080.0006-

0.0070.00050.00060.0009-0.0006-0.001

Q

 При этом матрицы замкнутой системы для каждого из трех режимов 
имеют все собственные значения с отрицательными реальными частями. 

Например, матрица:  



























=+

0.89-0.811.16-2.77-14.39-5.23-

00.006-0.591.270.630.93

1.814.11-14.48-21.69-76.8619.14

0.85-1.146.7910.1636.75-8.48-

0.030.11-0.03-0.01-00

000010

1KBA . 

для режима с низкой нагрузкой имеет собственные значения -3.9403, -
0.0094 ± 1.0033i, -0.4715, -0.3934 ± 0.6114i. 

Переходные процессы с полученными регуляторами возбуждения и 
скорости в виде обратной связи по состоянию представлены на рис. 2-4. На 
рис. 2, 3 показано изменение координат состояния при переходе из режима 
с высокой нагрузкой в режим с низкой нагрузкой. На рис. 4 показано из-
менение тока и напряжения при переходе из режима с высокой нагрузкой в 
режим с низкой нагрузкой. 
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Рис.2 
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Рис.3 

 
Рис.4 

Как видно из представленных графиков полученный регулятор обес-
печивает устойчивый переход из режима с высокой нагрузкой в режим с 
низкой нагрузкой. Аналогичные результаты получены при моделировании 
системы по полной нелинейной модели с полученным регулятором для 2-х 
других вариантов переходов из одного режима в другой при изменениях 
нагрузки. 

Заключение. Для синхронного генератора, работающего на систему 
бесконечной мощности через линию электропередачи, на основе метода 
инвариантных эллипсоидов предложен способ синтеза управления общего 
для трех режимов, задаваемых нагрузкой. Коэффициенты регулятора вы-
числяются в результате решения задачи оптимизации следа матрицы огра-
ничивающего выход эллипсоида. При оптимизации используются три ог-
раничения соответствующих каждому режиму нагрузки. Полученный ре-



 
 

115

гулятор обеспечивает устойчивые переходы из одного режима в другой 
при однократном или не слишком частом изменении нагрузки. Для реали-
зации управления в виде обратной связи по состоянию при неполной ин-
формации о состоянии могут использоваться наблюдатели, способы синте-
за которых даны в [6,7]. 
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В современном мире авиаперелеты являются самым быстрым и на-
дежным способом перемещения. В связи с этим на сегодняшний день по-
лучили широкое распространение системы онлайн бронирования и прода-
жи авиабилетов. 

Основными пользователями таких систем (онлайн сервисов) являются 
ответственные операторы авиакомпаний и их возможные клиенты. Опера-
торы обеспечивают наполнение и поддержание баз данных таких сервисов 
в актуальном состоянии, а клиенты осуществляют поиск интересующих их 
рейсов, бронирование авиабилетов и их покупку. Таким образом, подоб-
ные системы можно классифицировать как сложные и территориально - 
распределенные [1-4]. 

На сегодняшний день обозначается проблема, состоящая в том, что 
расширяется круг лиц, которые относятся к безопасности авиаперелётов с 
растущей степенью недоверия, что, вообще говоря, небезосновательно. 
Поэтому, как никогда ранее, становится актуальной задача повышения до-
верия к авиакомпаниям и осуществляемым ими авиаперелётам. 

Решение данной задачи является достаточно разноплановым. Особо 
отметим одно из направлений её решения – предоставление возможным 
клиентам авиакомпаний расширенной информации об авиаперелётах, тех-
ническом состоянии воздушных судов и составе их экипажей. Такая ин-
формация может предоставляться клиентам онлайн сервисов по брониро-
ванию авиабилетов. Считаем, что подобного рода информация должна по-
зволять снижать уровень стресса у возможных клиентов авиакомпаний. 

Базой для доказательства надежности и безопасности какого-либо 
авиаперелета должна служить справка, в которой предлагается отражать 
следующую информацию, предоставляемую авиакомпанией: 

дата выпуска воздушного судна; 
график проверок технического состояния воздушного судна; 
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частота проверок технического состояния воздушного судна; 
показатели опытности каждого из членов экипажа; 
прочие показатели, составляющие конкурентное преимущество авиа-

компании перед другими авиакомпаниями. 
При этом данные об экипаже могут предоставляться как в обезличен-

ном виде, так и с частичным отображением персональных данных. Способ 
предоставления данных во втором случае должен регламентироваться 
нормативными и правовыми актами той авиакомпании, которая предостав-
ляет информацию подобного рода. 

Процесс внесения и учёта данных, входящих в отмеченные категории 
указанной справки, должен быть автоматизирован. 

Предлагается разработать отдельный модуль в виде веб – сервиса, ко-
торый может быть интегрирован в произвольный онлайн сервис по брони-
рованию авиабилетов, при этом требуется, чтобы разрабатываемый веб – 
сервис включал в свою функциональность возможность получения опи-
санной выше справки. 

Такой подход определяется тем, что на сегодняшний день существует 
достаточно большое количество онлайн сервисов по бронированию авиа-
билетов, но все они предоставляют достаточно однообразную и механи-
стическую информацию. Возможность получения справки подобной той, 
что упомянута, должна обеспечивать привлечение дополнительного вни-
мания к тому онлайн сервису, который будет позволять её получать. 

Как следует из выше сказанного, разрабатываемый веб – сервис дол-
жен предоставлять два основных интерфейса: для оператора авиакомпании 
и для возможного клиента авиакомпании. При этом доступ к веб – сервису 
со стороны, как клиента, так и оператора авиакомпании должен обеспечи-
ваться автоматически после регистрации в соответствующем онлайн сер-
висе по бронированию авиабилетов. 

Но по сравнению с функциональностью предоставляемой клиенту, 
функциональность предоставляемая оператору должна быть несколько 
расширенной. Перечислим основные функции, которые должны быть дос-
тупны оператору авиакомпании в разрабатываемом веб – сервисе: 

внесение, модификация и удаление данных о воздушных судах авиа-
компании; 

внесение, модификация и удаление данных о графиках проверок тех-
нического состояния воздушных судов авиакомпаний; 

внесение, модификация и удаление данных о кадровом составе эки-
пажей авиакомпании; 

внесение, модификация и удаление данных, составляющих конку-
рентное преимущество авиакомпании перед другими авиакомпаниями; 

построение сводных отчётов о техническом состоянии воздушных судов; 
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построение сводных отчётов о кадровом обеспечении экипажей воз-
душных судов; 

разработка собственных отчётов по интересующим оператора катего-
риям информации. 

Для обеспечения быстрого внедрения разрабатываемого веб – сервиса 
в той или иной авиакомпании могут применяться дистанционные формы 
обучения работе с ним операторов авиакомпаний, не требующие отрыва 
обучаемого от его рабочего места. 

Замена бумажного документооборота электронным наблюдается во 
многих сферах деятельности человека. Особенно актуальным становится 
вопрос перехода на электронный документооборот в тех информационных 
системах, в которых нужно своевременно принимать оперативные, анали-
тические и организационные решения, руководствуясь информацией, по-
лучаемой из территориально удаленных и разрозненных информационных 
источников (к таким системам, в частности, относится и автоматизирован-
ная система бронирования и продажи авиабилетов). 

Нужно отметить, что сказанное в большей мере отражает деятель-
ность операторов авиакомпаний. Их деятельность, так или иначе, включает  
в себя работу, как с электронными, так и с бумажными копиями докумен-
тов, что требует расширения перечня автоматизируемых разрабатываемым 
веб – сервисом задач, среди числа которых нужно отметить следующие: 

регистрация документов в электронном виде; 
предоставление программных интерфейсов для использование высо-

коскоростных поточных сканеров, обеспечивающих высокую скорости 
ввода в систему электронного документооборота поступающей бумажной 
корреспонденции; 

ввод резолюций к документам; 
ввод резолюций, как в текстовом виде с клавиатуры либо сенсорных 

панелей, так и надиктовывание их в звуковой либо видеофайл; 
выполнение быстрого многокритериального поиска документов за 

счет построения полнотекстовых индексов баз данных; 
осуществление контроля исполнения документов, поступающих в ор-

ганизацию; 
распределенное хранение и обработка документов в сети; 
распределение прав доступа к различным документам и функциям 

системы ЭД; 
одновременное заведение нескольких картотек документов; 
работа с проектами документов; 
распределение находящихся на исполнении документов по «папкам» в 

зависимости от стадии исполнения документа: «поступившие», «на испол-
нении», «на контроле», «на согласовании» и др. 
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формирование необходимых отчетов; 
обмен документами по электронной почте, а также с помощью корпо-

ративным мессенджеров; 
списание документов в дело и архив; 
отслеживание перемещений бумажных оригиналов и копий докумен-

тов, ведение реестров внутренней передачи документов; 
ведение служебных пользовательских списков должностных лиц, ор-

ганизаций, тематических рубрик, групп документов и т.п.; 
оперативное редактирование шаблонов входных и выходных печат-

ных форм; 
использование электронно-цифровой подписи для подписания доку-

ментов в электронном виде; 
шифрование электронных документов и баз данных в целом. 
Однако следует отметить, что на этапах оптимального анализа, синте-

за и внедрения средств сопряжения разрабатываемого веб – сервиса с кор-
поративными системами электронного документооборота авиакомпаний 
необходимо учитывать специфику работы этих компаний, которая вносит 
свои коррективы в организацию и цели, преследуемые при внедрении: 

обмен информацией с другими специализированными службами, под-
разделениями и учреждениями, которая в ряде случаев может носить кон-
фиденциальный, секретный характер, а также являться государственной 
тайной; 

территориальная распределенность и высокая мобильность конечных 
пользователей системы; 

сложность размещения и использования стандартных стационарных 
средств обеспечения информационной безопасности. 

Далее приводится структура специализированной системы электрон-
ного документооборота, предусматривающая возможность сопряжения 
множества территориально распределённых информационных систем. Ка-
ждая из которых может представлять собой корпоративную сеть некоторой 
авиакомпании. 

В свете сказанного сложно переоценить то, что базой для реализации 
автоматизированной системы бронирования и продажи авиабилетов вы-
брана технология веб – сервисов. 

Вариант отмеченной структуры приведен на рисунке 1, на нем приня-
ты следующие условные обозначения: 

ЛБД – локальная база данных некоторой авиакомпании; 
ЗШ – защищенный шлюз, позволяющий обмениваться конфиденци-

альными, а также секретной информацией как по открытым каналам, так и 
по выделенным линиям связи c базами данных отдельных авиакомпаний и 
сторонних структур; 
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ТС – техническое средство, на котором могут базироваться элементы 
доступа в систему по бронированию и продаже авиабилетов; 

Ш – либо ЗШ, либо шлюз, не поддерживающий возможность органи-
зации защищенного соединения; 

АРМ – автоматизированное рабочее место; 
ОУ – объект управления. 
ЗКПК – смартфон. 
СЗИ – средства защиты информации. 

 
Рис. 1 

Как уже это отмечалось, отнюдь не последнюю роль в обеспечении 
успешной работы онлайн сервиса по бронированию авиабилетов играет 
правильно выстроенная система обеспечения его информационной безо-
пасности (ИБ). 

Заслуживающие внимания подходы к построению систем обеспечения 
ИБ различных автоматизированных систем приводятся в следующих рабо-
тах [5-8]. Эти подходы также следует применить и при разработке озна-
ченного веб – сервиса. 
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Введение. В настоящее время при поиске и сопровождении различ-
ных целей с борта подвижных объектов широкое применение получили 
системы стабилизации и наведения линии визирования оптико-
электронных систем (ОЭС) [1]. Для наблюдения и слежения за объектами в 
условиях возмущений от носителя (подвижного объекта) ОЭС устанавли-
вают на стабилизированные платформы. Стабилизируемая платформа ки-
нематически связана с движущимся объектом системой колец и осей (кар-
дановым подвесом). 

Для синтеза регуляторов системы стабилизации и наведения линии 
визирования ОЭС было использовано множество подходов. Однако боль-
шинство предложенных регуляторов сложны и трудно реализуемы на 
практике. Одним из наиболее часто используемых регуляторов в промыш-
ленности являются ПИД-регуляторы [2]. Их преимуществами являются 
простота реализации и достаточно хорошее качество процессов управления.  

Большинство систем управления, используемых на практике, должно 
одновременно удовлетворять нескольким противоречивым критериям ка-
чества. Существует множество требований к системе управления, однако 
можно выделить следующие базовые группы требований [3]: 

• подавление возмущений; 
• подавление/ослабление шумов измерений; 
• отработка командного сигнала; 
• робастность к неопределенностям модели.  
Стандартные способы настройки коэффициентов ПИД-регуляторов, 

как правило, не позволяют обеспечить корректный компромисс между 
множеством конфликтующих показателей качества. Поэтому при много-
критериальном синтезе для настройки параметров регулятора необходимо 
использовать методы многокритериальной оптимизации [4]. Такая задача 
рассмотрена в данной работе.  
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Модель объекта управления. Двухосная стабилизируемая платфор-
ма состоит из основания, жестко прикрепленного к несущему телу, внеш-
него курсового подвеса (тело 2), внутреннего тангажного подвеса (тело 3) 
и полезной оптико-электронной нагрузки (ПОЭН), установленной в тан-
гажной рамке внутреннего подвеса. С несущим телом (подвижным объек-
том) связана система координат . С курсовым карданом связана сис-
тема координат , с тангажным карданом – система координат 

. Угловые положения рам карданова подвеса 2, 3 (рис.1) по отноше-
нию к предыдущим рамам определяется соответственно углами . . Все 
рамки карданова подвеса управляются электродвигателями. К ПОЭН при-
креплены скоростные гироскопы, измеряющие компоненты угловой ско-
рости ПОЭН в инерциальном пространстве.  

 
Рис.1. Двухосная стабилизируемая платформа 

Вектора абсолютной угловой скорости систем координат , 
 и  в этих же системах координат обозначим, соответственно,  

,   ,  . 

Уравнения движения системы в форме уравнений Лагранжа второго 
рода имеют вид 

, ( ),                                     (1) 

где Т – кинетическая энергия системы, П – потенциальная энергия систе-
мы,  – обобщенные силы, представляющие собой моменты, развиваемые 
управляющими двигателями, приложенные к соответствующим рамкам,  
и  – обобщенные координаты и обобщенные скорости соответственно. В 
качестве вектора обобщенных координат используется   
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Кинетическая энергия системы Т равна сумме кинетических энергий 
всех тел, входящих в систему. Кинетическая энергия тела i равна  

, ( ),                        (2) 

где  – масса i-го тела;  – вектор скорости центра масс тела i;  – век-
тор абсолютной угловой скорости тела i;  – тензор инерции i-го тела.  

Потенциальная энергия системы П равна сумме потенциальных энер-
гий всех тел, входящих в систему. Так как все тела предполагаются абсо-
лютно жесткими, потенциальная энергия тел определяется только силой 
тяжести.  

Потенциальная энергия тела i равна 

, ( ),                                       (3) 

где  – вектор положение центра масс тела i;  – вектор гравитационного 
ускорения.  

Уравнения (1) с учетом выражений (2) и (3) представим в матричном 
виде:  

                                (4) 

где  
 –  матрица, содержащая инерционные члены,  

 –  вектор кориолиосовых и центростремительных сил,  
 –  вектор гравитационных моментов, 
 –  вектор внешних моментов, приложенных исполнительны-

ми устройствами к соответствующим осям карданова подвеса. 
Синтез системы стабилизации. Для обеспечения стабилизации ли-

нии визирования необходимо обеспечить равенство нулю двух угловых 
скоростей  и , определяющих движение линии визирования в инер-
циальном пространстве. 

Структурная схема системы стабилизации платформы с ПОЭН пока-
зана на рисунке 2. 

 

 –  

 –   
СП с ИУ 

 

   

 

 
 

 

 

 

 
 

Рис. 2. Структурная схема системы стабилизации 
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На динамику платформы с исполнительным устройством (СП с ИУ) 
оказывают влияние инерциальные угловые скорости подвижного объекта 

, ,  в проекциях на оси связанной системы координат. Датчики 
угловой скорости  и  измеряют инерциальные угловые скорости 
по каналам курса  и тангажа  в системе координат, связанной с тан-

гажным карданом. Задающие воздействия  и  при решении задачи 
стабилизации равны нулю.  Управление по каналам курса и тангажа осу-
ществляется ПИ-регуляторами  и  , соответственно.  

Ставится следующая задача: необходимо выбрать параметры ПИ-
регуляторов  и  , обеспечивающих минимизацию следующих крите-
риев качества: 

• время переходного процесса; 
• максимальное перерегулирования;  
• ошибка регулирования. 

Как известно [4], в общем случае решение задачи многокритериаль-
ной оптимизации не единственно. В результате решения получается мно-
жество равноценных не улучшаемых решений – множество Парето. Из-
вестно несколько методов построения множества Парето, основанных на 
классической теории нелинейного программирования [4]. 

В данной работе для построения множества Парето использован ме-
тод нормализованных ограничений [5], позволяющий получить набор рав-
номерно распределенных точек, хорошо аппроксимирующих множество 
Парето, даже в случае достаточно сложной формы его границы.  

После построения множества Парето необходимо произвести выбор 
на множестве Парето-оптимальных решений одного решения на основе 
предпочтений проектировщика. Имеется несколько способов задания 
предпочтений [4]. В работе предпочтения задаются в виде неравенств, ог-
раничивающих желаемые для проектировщика значения критериев [6]. В 
результате выбор предпочтительного решения осуществляется  с помощью 
решения оптимизационной задачи.  

Предложенная процедура многокритериального синтеза системы ста-
билизации линии визирования ОЭС реализована в системе Matlab. Синте-
зированная система промоделирована в системе Matlab/Simulink. Прове-
денные расчеты показали хорошее качество процессов регулирования. 
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Введение. Рассматриваются задачи оценивания множеств достижимо-
сти нелинейной импульсной управляемой динамической системы с неоп-
ределенностью по начальным данным. Неопределенность по начальным 
данным здесь состоит в том, что начальное состояние точно не известно, 
но принадлежит заданному эллипсоиду соответствующего фазового про-
странства [1,2]. Предполагается также, что матрица коэффициентов, вхо-
дящая в фазовые скорости системы неизвестна, но известны границы воз-
можного изменения для ее элементов. Таким образом, предполагается, что 
динамика системы осложнена наличием билинейных составляющих в пра-
вых частях дифференциальных уравнений управляемой системы. Кроме 
того, динамика фазовых состояний стеснена фазовым ограничением, опре-
деляемым соответствующим эллипсоидом. Управление в динамической 
системе является обобщенным (импульсным) и выбирается в классе мер, 
порождаемых скалярными функциями ограниченной вариации на задан-
ном временном отрезке. 

Основная цель работы состоит в построении внешних эллипсоидаль-
ных трубок, оценивающих по включению сверху исследуемую траектор-
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ную трубку импульсной системы [2–5]. Рассматривается модификация из-
ложенных в [4, 6] схем построения эллипсоидальных оценок трубок траек-
торий и соответствующих множеств достижимости на случай рассматри-
ваемой здесь импульсной системы с неопределенностью и фазовыми огра-
ничениями. Указанная модификация основана на идее [5] перехода от за-
дачи с фазовыми ограничениями к задачам без ограничений на координаты 
путем введения в динамическую систему специальных матричных пара-
метров. Далее, при помощи специальной разрывной замены времени, рас-
сматриваемая импульсная система преобразуется в обыкновенное диффе-
ренциальное включение, уже не содержащее импульсных составляющих. 
Для оценивания множеств достижимости полученного дифференциального 
включения используются результаты теории эллипсоидального оценива-
ния и теории эволюционных уравнений для многозначных состояний ди-
намических систем в условиях неопределенности и при наличии фазовых 
ограничений [7–11]. Получены алгоритмы построения внешних эллипсои-
дальных оценок множеств достижимости для управляемых систем указан-
ного выше вида. Отметим, что решение задач оценивания динамики для 
рассматриваемого класса систем может представлять не только теоретиче-
ский интерес, но важно и для приложений, в том числе, в механике и робо-
тотехнике (например, для изучения систем с сухим трением), биологии 
(при исследовании популяционных моделей), экономике (в оптимизации 
портфельных инвестиций) и других разделах. 

Постановка задачи. Введем предварительно следующие обозначе-

ния. Пусть nR  обозначает n -мерное евклидово пространство, comp nR  – 

множество всех компактных подмножеств из nR , conv nR  – множество 

всех компактных выпуклых подмножеств из nR , n nR ×  – множество всех 

действительных матриц размерности n n× . Символ 
1

( , )
n

i i
i

x y x y x y
=

′ = =∑  

обозначает скалярное произведение векторов , nx y R∈ , ′ – знак транспони-

рования, 1/2|| || ( )x x x′=  – евклидова норма вектора nx R∈ ,  n nI R ×∈  единич-

ная n n× -матрица, Tr( )A  – след матрицы A (сумма диагональных элемен-

тов), didi ag{ag }ib b=  обозначает диагональную матрицу A с элементами 

ii ia b= , где ib  – это компоненты вектора b. Пусть 

( , ) { :  || || }nB a r x R x a r= ∈ − ≤  – шар в nR  с центром в na R∈  и радиусом 

0r >  и 1( , ) { : ( ( ),( )) 1}nE a Q x R Q x a x a−= ∈ − − ≤  – эллипсоид в nR  с цен-

тром в na R∈  и симметрической положительно определенной n n× -
матрицей Q .  
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Рассмотрим управляемую систему следующего вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),dx t A t x t dt B t dv t= +    ,nx R∈    0 .t t T≤ ≤  (1) 

Здесь мы предполагаем, что начальное состояние системы точно не 
известно, но ограничено 

0 0( 0 ,)x t x− =    0 0 0 0( , ),x E a Q∈ =X    0 ,na R∈    0 .n nQ R ×∈  (2) 

Заметим, что неопределенность по начальным данным порождает 
трубку траекторий, объединяющую все возможные траектории, получен-
ные при одном и том же управлении и различных начальных данных 

0 0x ∈X . В системе (1) векторная функция ( ) nB t R∈  является непрерывной 

при 0[ , ].t t T∈  Импульсное управление v  – скалярная функция ограничен-

ной вариации, возрастающая, непрерывная справа на отрезке 0[ , ]t T  и удов-

летворяющая ограничению (параметр 0µ >  задан): 

0
1

[ , ] { } 1

( ) sup | (V ) ( ) | ,ar
i

k

i i
t t T t i

v t v t v t µ−∈ =
= − ≤∑    0 1:i kt t t t T≤ ≤ … ≤ = .  (3) 

Обозначим символом V  класс всех допустимых управлений-мер ( )v ⋅ . 

Предположим, что неопределенная n n× -матрица ( )A t  в системе (1) имеет 

вид 0 1( ) ( )( ) ,tA t A A t= +  где матричная функция 0( ) n ntA R ×∈  задана 

( 0[ , ]t t T∈ ), а измеримая n n× -матрица 1( )A t  с элементами (1){ ( )}ija t  

( , 1, , ,i j n= …  0[ , ]t t T∈ ) точно не известна, но дано ограничение на неиз-

вестные элементы (1){ ( )}ija t  

1( )A t ∈A
1

0{ } :| | , , 1, , [ , ],{ }n n
ij ij ijA a R a c i j n t t T×= = ∈ ≤ = … ∈  

( )A t ∈A
0( )A t= +A

1, 
(4) 

где числа 0ijc ≥  ( , 1, ,i j n= … ) заданы. 

Обозначим символом 0 0( ) ( ; , , ( ), ( ))x x t x A v⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  решение системы (1)–(4) 

на промежутке 0[ , ]t T  для допустимых 0 0,x ∈X   ( )A ⋅ ∈A и управления 

( )v t ∈V . Будем предполагать, что все решения 0 0( ) ( ; , , ( ), ( ))x x t x A v⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  су-

ществуют и определены на всем промежутке 0[ , ]t T  при любых допусти-

мых 0 0x ∈X , ( )A ⋅ ∈A и ( )v t ∈V  (условия, при которых данное требование 

выполняется, приведены в [3]).  
Трубку траекторий системы (1)–(4) из начального состояния 0 0{ , }t X  

обозначим  
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0 0 0 0( ) ( ; , , ( ), ( )) : ,  ( ){x t x A v x A⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ∈ ⋅ ∈UX X A, ( ) .}v ⋅ ∈V  

Отметим, что сечение ( )tX  трубки траекторий ( )⋅X  в момент времени 

0[ , ]t t T∈  совпадает с множеством достижимости системы (1)–(4) в мо-
мент t  из начального состояния 0 0{ , }t X . 

Предположим дополнительно, что текущее фазовое состояние ( )x t  

системы (1) стеснено ограничением 

0 ( , ( )),G t x t∈    0 ,t t T≤ ≤   (5) 

где ( , )G t x  – непрерывная многозначная функция 0[ ,: c  .] onvn nG t T R R→×  
В частности, если положить 0(( , ,) , )E yG t D xx = −  ( 0( , )E y D  – эллипсоид в 

0(( ), ,) EG yt x D=  с центром 0
ny R∈  и симметрической положительно опре-

деленной матрицей n nD R ×∈ ), то включение (5) становится эллипсоидаль-
ным фазовым ограничением:  

0(( ) , ),E yt Dx ∈    0 .t t T≤ ≤   (6) 

Цель работы состоит в построении алгоритмов внешнего оценивания 
траекторных трубок ( )⋅X  и соответствующих множеств достижимости 

( )tX  для рассматриваемой нелинейной управляемой системы (1)–(4) ука-
занного выше класса при наличии фазовых ограничений (6). 

1. Вспомогательные результаты.  
1.1. Билинейная система без фазовых ограничений. Рассмотрим 

следующую вспомогательную билинейную систему без фазовых ограни-
чений: 

0 0 0 0 0 00( ) , , ( , ), , , .n n nxx A t x t t T a Qx E a Q R R×= ≤ ∈ ∈≤ ∈ =& X  (7) 

Будем предполагать, как и ранее, что матричная функция ( )A ⋅ ∈A ви-

да (4). Тогда внешнюю эллипсоидальную оценку множества достижимости 
( )tX  билинейной системы (7) при ограничении (4) можно найти, применив 

следующий результат. 

Теорема 1 [8]. Пусть функции )* (a t  и )* (Q t  удовлетворяют соот-
ношениям 

0
0 0* *, *( )( ) ,a A a a t at= =&  

0 0 1
0 0 0* * * * , *( ) , ,Q A Q Q A qQ q G Q t Q t t T−= + + + = ≤ ≤′&  

1 1 1/2Tr * ,(( ) )( )q n Q G− −=  
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1/2 2
{ }

1 , 1

* *( ) | | madiag x ,{ [ ( ) ] }
ij

n n

ji i pq jp jq jp jq
i p q

G n v c a Q c cσ σ σ σ=
= =

= − +∑ ∑  

максимум в последнем выражении вычисляется по всем 1ijσ = ± , 

, 1, , ,i j n= …  таким, что 0,ijc ≠  и v  равно числу индексов ,i  для которых 

0ijc =  для всех 1, ,j n= … . Тогда верна оценка для множества достижимо-

сти ( )tX  билинейной системы (7) 

0( ) ( * ( ), * ( )), .t E a t Q t t t T⊆ ≤ ≤X  

Следствие. Имеет место следующее включение: 

0( ) (t Iσ σ+ ⊆ +X A) 0 1 0 0 2( ) (0,1) ( * ( ), * ( )) ( ) (0,1),o B E a t Q t o Bσ σ σ σ+ ⊆ + + +X  

где 1 ( ) 0ioσ σ− →  при 0σ → +  ( 1,2)i =  и 

(I σ+ A) 0 0{ :  ,x Ax x Aσ= + ∈ ∈UX X A}. 

1.2. Трубки траекторий импульсной системы с неопределенно-
стью по начальным данным и фазовым ограничениям. Рассмотрим 
систему c импульсным управлением и эллипсоидальным фазовым ограни-
чением (6): 

0 0 0 0 0 0( ) ( ) , ( 0) ( , ), [ , ],dx A t xdt B t dv x t x E a Q t t T= + − = ∈ = ∈X  

0 0( ) ( , ), , .x t E y D t t T v∈ ≤ ≤ ∈V 

(8) 

Здесь ( ) n nA t R ×∈  – непрерывная матричная функция, ( ) nB t R∈  – непрерыв-

ная векторная функция, множества 0X  и 0( , )E y D  определены в (2) и (6) 

соответственно, ( )v t  – импульсное управление 
0[ , ] ( ) .Va )( rt t T v t∈ ≤ µ  

Тогда справедлива следующая оценка множества достижимости им-
пульсной системы (8) с эллипсоидальным фазовым ограничением (6). 

Теорема 2 [4]. Для множества достижимости 0 0( ) ( ; , )T T t=X X X  
системы (8) верна оценка 

0 0 0 0( ) ( ; , ) { ( ; , , ) },n nT T t T t L L R×= ⊆ ∈IX X X Z X ∣  

где 0 0( ; , , )T t LZ X  – множество достижимости линейной импульсной 
дифференциальной системы вида 

( ) 0( ( ) ) ( ) ( ) ( ), ,dz A t L z u t dt B t dv t t t T= − + + ≤ ≤  

00 0 0 0 [ , ] 0( 0) ( , ), Var ( ) , ( ) ( , ).t t Tz t E a Q v t u t LE y D∈− ∈ = ≤ ∈µX  

(9) 
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Замечание 1. Отметим, что каждая оценка для 0 0( ; , , )T t LZ X  дает 
внешнюю эллипсоидальную аппроксимацию множества достижимости 

0 0( ) ( ; , )T T t=X X X  импульсной системы (8) с эллипсоидальным фазовым 
ограничением (6), а более точная оценка получается в результате пересе-
чения эллипсоидов, порожденных указанными алгоритмами при различ-
ных значениях матричного параметра L . 

2. Основные результаты. Для исходной системы (1)–(4) указанного 
выше класса при наличии фазовых ограничений (6) в соответствии с Тео-
ремой 2 перейдем к билинейной импульсной дифференциальной системе 

( ) 0( ( ) ) ( ) ( ) ( ), ,dz A t L z u t dt B t dv t t t T= − + + ≤ ≤  

0 0 0 0 0 0( 0) ( , ), ( ) ( , ),z t z E a Q x t E y D− = ∈ = ∈X   

( )A ⋅ ∈A, 0( ) ( , ) ,u t LE y D∈  ,v∈V  

(10) 

где ( , )L t z  – произвольная непрерывная n n× -матричная функция (класс 

таких функций обозначим символом n nC × ).  
Обозначим через 0 0( ) ( ; , , ( ), , )Lz z t z A v L⋅ = ⋅ ⋅  решение системы (10) на 

промежутке 0[ , ]t T  с начальным условием 0 0 0( 0)z t z− = ∈X  при заданных 
допустимых функциях v∈V  и ( , )L t z ; 0 0( ; , , )T t LZ X  – множество дости-
жимости системы (10)  

0 0 0 0 0 0( ; , , ) { ( ; , , ( ), , ) ,T t L z t z A v L z= ⋅ ⋅ ∈UZ X X∣ ( )A ⋅ ∈A, ( ) }.v v= ⋅ ∈V  

Для множества достижимости ( )TX  системы (1) верна оценка 

0 0 0 0( ) ( ; , ) { ( ; , , ) }.n nT T t T t L L R×= ⊆ ∈IX X X Z X ∣  

Заметим, что задача (10) уже не имеет фазовых ограничений.  
С помощью специальной разрывной замены времени [10] ( )tη η=  и 

новой фазовой координаты ( )τ τ η= : 

0

( ) ( ), ( ) inf{ | ( ) }.
t

t

t t dv t t tη τ η η η= + = ≥∫  

получаем дифференциальное включение, которое уже не содержит им-
пульсных составляющих: 

0 0 0 0 0( , ), ( ) , ( ) , ,L

zd
H z z t z t t t T

d
τ τ η µ

τη
 ∈ = = ≤ ≤ + 
 

 

0

0 1

( ( ) ) ( , ) ( )
( , ) (1 ) .

1 0L

A L z LE y D B
H z

≤ ≤

− +    = − +    
    

U
ν

τ τ
τ ν ν  

(11) 
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Обозначим через { , }w zτ=  расширенный фазовый вектор системы (11) 
и рассмотрим траекторную трубку включения (11) в расширенном фазовом 
пространстве: 

0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ; , { }, ) ( ; , ) | { } ,,{ }L t Lt L w t w w t= × = ∈ ×Uη η ηW W X X  

0 .t T≤ ≤ +η µ  

Лемма 1. [3] Множество достижимости 0 0( ; , , )T t LZ X  управляемой 

системы (10) совпадает с проекцией множества достижимости ( )L T + µW  

дифференциального включения (11) на подпространство переменных z: 

0 0( ; , , ) ( ).z LT t L T= +π µZ X W  

Теорема 3. Для множества достижимости ( )TX  системы (1)–(4) при 
наличии фазовых ограничений (6) справедлива следующая внешняя оценка 

0 0 0 0( ) ( ; , ) { ( ; , , ) }.n nT T t T t L L R×= ⊆ ∈IX X X Z X ∣  

Теорема 4. Для всех 0σ >  справедлива следующая внешняя оценка 
множества достижимости 0 0 0 0 0( ) ( ; , { })L Lt t t t+ = + ×σ σW W X  включе-

ния (11): 
1 1

0 0 0
( ) ( , ) ( ) (0,1), lim ( ) 0,n

L Lt t o B o+ −

→+
+ ⊆ + =

σ
σ σ σ σ σW W  

где  

0 0 0
0 1 0

( ( , ), ( , ))
( , ) ( , , ), ( , , ) ,

(1 )
L L

L L L

E a Q
t t t

t

+ +

≤ ≤

 
= =  + − 
U
ν

σ ν σ ν
σ σ ν σ ν

σ ν
W W W  

0( , ) ( , ) (1 ) ,L La a Ly B+ = + − +σ ν σ ν σ ν σν  

1 2 2( , ) ( 1) ( , ) ( 1) (1 ) ,L L LDQ p Q p L+ − ′= + + + −σ ν σ ν σ ν  

здесь ( , )p p σ ν=  – единственное положительное решение уравнения 

1

1
,

( 1)

n

i i

n

p p pλ=
=

+ +∑  

а ( , ) 0i iλ λ σ ν= ≥  – корни уравнения 2 2| ( , ) (1 ) | 0LQ LDLσ ν λσ ν ′− − = , и па-

раметры оценивающего эллипсоида ( , )La σ ν  и ( , )LQ σ ν  вычислены как 

)* (a t  и )* (Q t  в Теореме 1, но вместо матрицы 0( )A t  должна быть взята 

матрица 0 0(1 )( ( ) ).LA A t L= − −% ν   



 
 

134

Замечание 2. Для того чтобы получить оценки множеств 0( )L t + σW  

зафиксируем произвольное 0>ε  и «погрузим» множество 0( , , )L t σ νW  в 

расширенном пространстве 1nR +
 в невырожденный эллипсоид 

, ,( ( , ), ( , ))L LE w Oσ ν σ ν
ε ε

 так, чтобы выполнялось включение 

0 , ,( , , ) ( ( , ), ( , ))L L Lt E w O⊆σ ν σ ν σ ν
ε ε

W , где  

, , 2
0

( , ) ( , ) 0
( , ) , ( , ) .

(1 ) 0
L L

L L

a Q
w O

t

+ +   
= =   + −   

σ ν σ νσ ν σ ν
σ νε ε

ε
 

Следовательно, для любого 0>ε  имеем  

0 0 , 0 , ,
0 1 0 1

( , ) ( , , ) ( , ) ( ( , ), ( , )),L L L L Lt t t E w O
≤ ≤ ≤ ≤

= ⊆ =U U
ν ν

σ σ ν σ σ ν σ ν
ε ε ε

W W W  

причем 0 , 0 ( ( , ), ( , )) 0L Lh t t →σ σ
ε

W W  при 0→ε . Таким образом, при малых 

0>ε  ошибка перехода от вырожденного эллипсоида к невырожденному 
мала. Переход к семейству невырожденных эллипсоидов позволяет приме-
нить алгоритмы [11] и построить внешнюю эллипсоидальную оценку объ-

единения эллипсоидов , 0( , )L t σ
ε

W  – эллипсоид , ,( ( , ), ( , )),L LE w O+ +σ ν σ ν
ε ε

 та-

кой, что 

0 , 0 , , ( , ) ( , ) ( ( , ), ( , )).L L L Lt t E w O+ +⊆ ⊆σ σ σ ν σ ν
ε ε ε

W W  

2.1. Алгоритм построения внешней эллипсоидальной оценки 
множества достижимости билинейной импульсной системы с фазовы-
ми ограничениями. Зафиксируем произвольное 0>ε , разобьем отрезок 

0[ , ]t T µ+ на сегменты 1[ , ]i it t +  заданного отрезка, где 0it t ih= +  ( 1, ,i m= … ), 

0( ) /h T t mµ= + − , mt T µ= + . Также разобьем отрезок[0,1] на сегменты 

1[ , ]i i +ν ν  отрезка, где *i ihν =  ( 1, , )i m= … , * 1 /h m= , 0 0,=ν  1.m =ν  

1. Зафиксируем параметр ,L  положим .h=σ  Для заданного начально-

го эллипсоида 0 0 0( , )E a Q=X  в соответствии с Теоремой 4 определяем 

множества 0( , , ),L it σ νW  1, , .i m= …  

2. Находим эллипсоид , ,( ( , ), ( , ))L LE w O+ +σ ν σ ν
ε ε

 в расширенном про-

странстве 1nR +
 такой, что для фиксированного малого параметра 0>ε  

, 0 , 0 , ,
1

( , ) ( , , ) ( ( , ), ( , )) .
m

L L i L L
i

t t E w O+ +

=
= ⊆Uσ σ ν σ ν σ ν

ε ε ε ε
W W  На этом этапе исполь-

зуем алгоритм внешнего эллипсоидального оценивания объединения ко-
нечного семейства эллипсоидов [11]. 
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3. По Лемме 1 находим эллипсоид 1 1( , )L LE a Q  – проекцию эллипсоида 

, ,( ( , ), ( )) ,L LE w O+ +σ ν σ ν
ε ε

 на подпространство первых n  переменных: 
1 1

, , ( , ) ( ( , ), ( , )).L L z L LE a Q E w O+ += π σ ν σ ν
ε ε

 

4. Рассмотрим динамическую систему на следующем промежутке 

1 2[ , ]t t  с эллипсоидом 1 1( , ),L LE a Q  взятым в качестве начального множества в 
момент 1t . 

5. Следующие шаги повторяют предыдущие итерации. 

В итоге, проделав все шаги итерационной процедуры, построим 
внешние эллипсоидальные оценки ( , )L LE a Q+ +  для множества достижимости 

0 0( ; , , ) :T t LZ X  0 0( ; , , ) ( , ).L LT t L E a Q+ +⊆Z X  Каждая такая оценка 

0 0( ; , , )T t LZ X  дает внешнюю эллипсоидальную аппроксимацию множества 
достижимости ( )TX  системы (1)–(4) при наличии фазовых ограниче-
ний (6). Более точная оценка получается в результате пересечения эллип-
соидов, порожденных алгоритмом при различных значениях матричного 
параметра .L  

Заключение. В данной работе исследованы проблемы оценивания со-
стояний неопределенной динамической управляемой системы с импульс-
ным управлением и с неточно известными начальным состоянием и мат-
рицей, входящей в дифференциальные уравнения динамики системы, так-
же предполагается наличие фазовых ограничений. Указанные неизвестные 
параметры и неизвестные функции являются элементами заданных (из-
вестных) множеств. В работе предложен алгоритм внешнего оценивания 
множеств достижимости нелинейной управляемой системы рассматривае-
мого класса. Результаты иллюстрируются модельными примерами. 

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект 
РНФ № 16-11-10146). 
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Введение 

Организация технологических процессов нередко предполагает теку-
щую оптимизацию работы отдельных агрегатов, т.е. настройку на экстре-
мум их показателя качества. При этом возникает необходимость проекти-
рования специальных автоматических систем, так называемых систем экс-
тремального регулирования (Extremum Seeking Control) [1-5], характерной 
особенностью которых является наличие двух составляющих: динамиче-
ской части и статической функции качества с явно выраженным миниму-
мом или максимумом. 

Примерами подобных объектов являются различные процессы горения 
(для двигателей внутреннего сгорания, паровых генерирующих установок 
и газовых печей), шлифовальные процессы, регулировка антенны радиоте-
лескопа для максимизации принимаемого сигнала и др. [6-8]. 

Задача экстремального регулирования была сформулирована в середи-
не XX в. [1-3], она предполагает, что поиск экстремума осуществляется в 
режиме «реального времени» на действующем объекте, который подвер-
жен влиянию внешних неконтролируемых возмущений. Автоматическое 
управление осуществляется с помощью регулятора, тип которого зависит 
от модели объекта. Так в случае линейной динамической части могут ис-
пользоваться типовые регуляторы [9].  

Однако технологические процессы чаще всего являются объектами со 
сложными нелинейными взаимосвязями между регулируемыми парамет-
рами, поэтому для них необходимо применять адекватные методы расчета 
регуляторов. Наиболее подходящими в этой ситуации являются регулято-
ры, основанные на методе локализации [9-11] причем возможны варианты 
одноконтурной [9, 12] и двухконтурной [13-16] реализации замкнутых сис-
тем. Подобные системы обладают рядом отличительных особенностей, ко-
торые представлены в данной работе.  

1. Постановка задачи 

Будем рассматривать объект с моделью в виде последовательного со-
единения динамической части (ДЧ) и экстремальной характеристики (ЭХ), 
которую без потери общности можно представить в форме параболы 
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( )

( ) ( 1) ( 1)

2

0 0

( , , , ) ( , , , ) ,

,

n n ny f t y y b t y y u

Y Y q y y

− − = +


= + −

K K
   (1) 

где 1u R∈  – управление, mu u≤ ; 1y R∈  – выход ДЧ; 1Y R∈  – ЭХ, которая 

имеет экстремум 0Y  при 0y y= . Зависимость от t  отражает нестационар-
ность параметров и действие внешних возмущений. Функции ( )f ⋅  и ( )b ⋅  

непрерывны, дифференцируемы и ограничены: max( )f f⋅ ≤ , min max0 ( )b b b< ≤ ⋅ ≤ .  

Цель функционирования системы – автоматическое определение точки 
экстремума 0 0{ ; }y Y  и стабилизация в ней с помощью u , что эквивалентно 

выполнению свойства ( ) 0
0lim

t
y t y

→∞
− ≤ ∆    с заданными показателями качества.  

2. Одноконтурные системы на основе метода локализации 

Ранее было показано [16], что одноконтурные системы целесообразно 
синтезировать для экстремальных объектов с ДЧ первого порядка ( 1n = ). 
При этом специфика проектирования экстремальной системы отражается в 
форме требований к качеству процесса и предполагает наличие информа-
ция о градиенте выходной характеристики G Y y= ∂ ∂ . Метод локализации 
предполагает использование старшей производной в законе управления, 
который в данном случае имеет вид [9, 16]: 

 1[ ( ) ]u k F G y= − & ,       (2) 

где k  – коэффициент регулятора; функция 1( )F G  задается на основе требо-
ваний к процессу выхода на экстремум в форме желаемого дифференци-
ального уравнения 

 1( )y F G Gα= = −& ,      (3) 

где α  выбирается с использованием корневых оценок качества процесса.  
В результате подстановки (2) в (1) при 1n =  получим описание для выход-
ной переменной динамической части системы,  

 1

( , ) ( , )
( )

1 ( , ) 1 ( , )

f t y b t y k
y F G

b t y k b t y k
= +

+ +
& .    (4) 

Отсюда следует, что в асимптотике при k → ∞  процессы замкнутой 
системы соответствуют желаемой динамике (3). Условие статики ( 0y =& ) 
эквивалентно 0G = , т.е. равновесный режим системы с регулятором (2) со-
ответствует положению экстремума 0y . 

3. Двухконтурные системы, основанные на методе локализации 

Для объектов (1) произвольного порядка рекомендуется проектировать 
двухконтурные системы [14-16] с организацией разнотемповых движений, 
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в которых внутренний контур включает в себя ДЧ, а внешний – ЭХ объек-
та. Во внутреннем контуре применяется регулятор на основе метода лока-
лизации в виде: 

 ( 1) ( )
2( , , , , )n nu k F y y y v y− = − & K ,    (5) 

где 2( )F ⋅  формируется в виде желаемого линейного дифференциального 
уравнения 

 ( ) ( 1)
1 2 1

n n
ny c y c y c y c v−= − − − − +& K ,   (6) 

v  – управляющее воздействие для внешнего контура. 

Подставляя (5) в (1), получим уравнение внутреннего контура 

( ) ( 1)
2

( ) ( )
( , , , , )

1 ( ) 1 ( )
n nf b k

y F y y y v
b k b k

−⋅ ⋅= +
+ ⋅ + ⋅

& K , 

оно в асимптотике вырождается в следующее: 
( ) ( 1)

2lim ( , , , , )n n

k
y F y y y v−

→∞
= & K . 

Как и в случае одноконтурных систем, соответствующим выбором k  
можно обеспечить с требуемой точностью динамические свойства соглас-
но уравнению (6), которое в дальнейшем можно рассматривать в качестве 
модели внутреннего контура [14-15]. 

Дополнительно потребуем, чтобы процессы во внутреннем контуре 
протекали существенно быстрее, чем во внешнем [16], т.е. свяжем их соот-
ношением 

 1 2t Dt≈ ,      (7) 

где D  – степень «разнесения» процессов. Это позволяет, согласно методу 
разделения движений [17], при расчете внешнего контура не учитывать 
динамику внутреннего, а рассматривать только его равновесный режим, 
т.е. y v= . 

В этом случае с целью организации движения к экстремуму во внешнем 
контуре достаточно использовать интегральный регулятор  

 
0

( ) ( )
t

v t G dα τ τ= − ∫ ,          (8) 

где параметр α  выбирается на основе времени выхода на экстремум 2 t . 
Запишем дифференциальное уравнение регулятора (8) с учетом квадра-
тичной аппроксимации ЭХ 

( )02v q y yα= − −& . 
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Процессы во внешнем контуре системы соответствуют модели 

 02 2y qy qyα α+ =& ,          (9) 

откуда в статике 0y y= . Таким образом, и в случае двухконтурного управ-
ления положение равновесия внешнего контура соответствует точке экс-
тремума. Причем процесс движения к экстремуму описывается линейным 
уравнением (9) и не зависит от модели ДЧ, а также влияния на нее некон-
тролируемых возмущений. 

4. Особенности реализации систем 

Практическая реализация алгоритмов управления (2) и (5) предполага-
ет оценку производных выходной переменной динамической части. В обо-
их случаях для этой цели можно использовать специальный дифференци-
рующий фильтр [9, 16],  

 ( ) 1 ( 1)
1 1 1 1 1 1 1 1
n n n n

ny d y d y y yµ µ µ− −+ + + + =&K ,   (10) 

который при наличии малой постоянной времени 1µ  приводит к возникно-
вению быстрых составляющих процесса. Для оценки градиента применя-
ется специальная динамическая подсистема [16] 

 2 1 1 1

1
1 2 1 1

( ) ,

( ) ( ),

Y Y Y y

G Y Y sign y

µ

µ −

 = −


= −

& &

&
     (11) 

где 1µ  много меньше 2µ ; 1y  и ( )
1

ny  - оценки выходной переменной динами-
ческой части системы и ее производных; 1Y  и 1Y&  - оценки функции качества 
и ее полной производной соответственно; 1G  - оценка градиента. Наличие 
двух малых инерционностей дифференцирующих устройств приводит к 
возникновению в одноконтурной системе трех типов разнотемповых про-
цессов [16]. С учетом условия (7) в двухконтурной системе число разно-
темповых процессов может возрасти до четырех [15]. 

5. Анализ устойчивости 

Поскольку в системах на основе метода локализации возникают 
разнотемповые процессы, то анализ устойчивости осуществляется с 
использованием метода разделения движений [17]. При этом выделяются 
отдельные составляющие процесса и исследуются их свойства, что 
существенно проще проверки устойчивости всей системы в целом. 

Рассмотрим разнотемповые процессы в одноконтурной системе. 
Процедура их выделения подробно описана в работе [19], она 
предполагает предварительное преобразование системы (1), (2), (10) и (11) 
к стандартному для метода разделения движений виду путем введения 
новой переменной 1

1 1( )z y yµ −= − : 
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[ ]

[ ]
[ ]

1 1

1 1 1

2 1 1 1 1

( ) z ,

( ) z ,

[ ( ) z ] ( ).

y f bk F G

z f bk F G z

G Gf Gbk F G G z sign z

µ

µ

 = + −


= + − −
 = + − −

&

&

&

   (12) 

Отсюда предварительно выделяем сверхбыстрые движения, которые 
обусловлены наличием малой постоянной времени 1µ , 

 [ ]1 1 1 1( ) z , , .z f bk F G z y const G constµ = + − − = =&  (13) 

Как видно из (13), процесс описывается линейным 
дифференциальным уравнением первого порядка, он будет всегда 
устойчив при положительном значении bk . 

Следующий по темпу процесс условно назван «быстрым», его модель 
имеет вид 

 ( ) 1 1
2 1 1

( )
, .

1

f bkF G
G G G y const

bk
µ += − =

+
&   (14) 

Он также описывается уравнением первого порядка для 1G  и всегда 

будет устойчив, т.к. 1 1( )
0

1

f bkF G

bk

+ >
+

. Причем по окончании «быстрых» 

процессов оценка 1G  будет равна точному значению градиента G . 
Выделенная из (12) подсистема медленных движений имеет вид  

1( ) ( ) ( )

1 ( )

f b kF G
y

b k

⋅ + ⋅=
+ ⋅

& , 

что соответствует системе с точным дифференцированием (4) и при k → ∞  
вырождается в желаемое уравнение (3), которое априори устойчиво. 

Таким образом, согласно теоремам метода разделения движений вся 
одноконтурная система (1), (2), (10) и (11) является асимптотически 
устойчивой. 

При разделении движений в двухконтурной системе (1), (5), (8), (10) и 
(11) необходимо учитывать требование (7), что приводит к появлению 
дополнительного темпа процессов, соответствующего движению к 
экстремуму (9). Поскольку он описывается линейным уравнением первого 
порядка и всегда устойчив, то вывод относительно асимптотической 
устойчивости всей двухконтурной системы также будет справедлив. 

Подводя итог, следует заметить, что при расчете экстремальной 
системы, основанной на методе локализации, необходимо обеспечить 
достаточную степень разделения по темпу отдельных составляющих 
процесса поиска экстремума. Это гарантирует ее асимптотическую 
устойчивость, а значит и работоспособность системы в целом. Отдельные 
рекомендации по расчету параметров представлены в работе [20]. 
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Заключение 

Применение метода локализации для организации систем автоматиче-
ского поиска экстремума позволяет обеспечить движение к экстремуму с 
заданной точностью и требуемым динамическим качеством при наличии 
внешних возмущающих факторов, а также при произвольном изменении 
параметров объекта.  

Характерной особенностью таких систем является наличие в них раз-
нотемповых процессов, что обусловлено использованием реальных диф-
ференцирующих устройств. Параметры этих устройств должны рассчиты-
ваться с учетом достаточной степени разделения движений, что позволяет 
существенно упростить анализ устойчивости и гарантирует работоспособ-
ность системы. 

В зависимости от порядка модели динамической части объекта воз-
можны два варианта реализации системы. В случае динамической части 
первого порядка целесообразно синтезировать одноконтурную систему (с 
одним регулятором), которая проще в реализации и не требует большого 
ресурса управления.  

Для объектов произвольного порядка рекомендуется организовывать 
двухконтурное управление, что обеспечивает наилучшее качество поиска 
экстремума, но требует большего ресурса управления и дифференцирую-
щих устройств с меньшими постоянными времени, чем в одноконтурной 
системе. Окончательный выбор способа управления должен соответство-
вать конкретной технической ситуации 
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CONTROL WITH COMPENSATION OF DISTURBANCES AND 
MEASUREMENT NOISES 

I.B. Furtat (IPME RAS, ITMO University, 199178, St. Petersburg, Bolshoj pr. 
V.O., 61) 
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Введение. В теории и практике автоматического управления отдель-
ное внимание уделяется задаче компенсации параметрических и внешних 
возмущений. Это связано с тем, что большинство технических и техноло-
гических процессов подвержены изменению параметров в процессе функ-
ционирования, а также отрицательно сказывается влияние внешних воз-
действий на сам процесс. Принцип компенсации возмущений основан на 
поиске закона управления, значение которого противоположно значению 
возмущений. Такой подход позволяет управлять объектами без значитель-
ного увеличения амплитуды управляющего воздействия, что важно при 
решении прикладных задач. 

В настоящее время для компенсации возмущений широко использует-
ся метод инвариантных эллипсоидов [1], методы с использованием внут-
ренней модели возмущений [2], методы идентификации параметров сину-
соидальных возмущений [3], метод вложения систем [4], метод синтеза 
универсальных регуляторов [5], метод вспомогательного контура [6] и т.д. 

Проблема компенсации возмущений значительно усложняется, если в 
канале измерения присутствуют помехи, так как для одновременной ком-
пенсации и возмущений и помех требуется найти между ними компромисс 
с учетом особенности математической модели объекта. Помехи измерения 
обусловлены как влиянием внешней среды на средства измерения, так и 
особенностью самих измерительных устройств (абсолютная и относитель-
ная погрешности, класс точности, тип устройства и т.п.). 

Примером управления в условиях действия возмущений и помех из-
мерения является управление электрическим генератором в общей энерге-
тической сети [7-9]. Возмущения связаны с изменением сопротивления 
линий электропередач (короткое замыкание, суточные изменение нагруз-
ки, обледенение и т.п.), колебанием параметров сети, отклонением меха-
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нической мощности, подаваемой на генератор, от номинального значения 
и т.д. [9]. Помехи обусловлены погрешностью в измерениях угла поворота 
ротора относительно синхронной оси вращения, угловой скорости ротора и 
переходной ЭДС, особенно в аварийных режимах [7, 8]. 

Для построения алгоритмов управления при наличии помех в канале 
измерения эффективно используются метод H∞-оптимизации [10], метод 
вспомогательного контура [6], методы анализа влияния помех измерения 
на качество работы замкнутой системы [11-13] и т.д. Отметим, что алго-
ритм [6] работоспособен при более общих условиях на структуры матриц 
модели объекта, по сравнению с [10]. Также в [6] рассматриваются произ-
вольные ограниченные возмущения, тогда как в [3] только синусоидаль-
ные. Несмотря на эффективность работы алгоритмов [6, 10-13], они имеют 
следующие особенности: 

1) в [6, 10-13] размерность помех измерения меньше размерности век-
тора состояния объекта; 

2) в [6, 11-13] параметрические и внешние возмущения могут присут-
ствовать только в определенных уравнениях модели объекта; 

3) в [6, 13] используется наблюдатель с большим коэффициентом уси-
ления (high-gain observer), поэтому из-за наличия высокочастотного сигна-
ла в помехах измерения существенно возрастает погрешность оценки про-
изводных; 

4) в [6, 11-13] отсутствуют условия расчет параметров алгоритма 
управления. Параметры подбираются на этапе моделирования замкнутой 
системы. 

Решению данных проблем для нелинейных систем посвящена на-
стоящая статья. Для синтеза алгоритма компенсации помех измерения бу-
дет развит подход [6] с использованием результата [14]. Рассмотрены по-
мехи измерения, размерности которых равны размерности вектора состоя-
ния объекта. Параметрические и внешние возмущения могут присутство-
вать в любом уравнении модели объекта. Применение подхода [14] также 
позволит исключить использование наблюдателя в системе управления и 
получить аналитические условия расчета параметров алгоритма. 

Постановка задачи. Рассмотрим объект управления, модель которого 
описывается уравнениями 

 ),,,()()()( tuxBftButAxtx ++=&    (1) 

 ),()()( ttxtz ξ+=      (2) 

где x(t) = [x1(t), x2(t), ..., xn(t)]
T – вектор состояния, u(t) ∈ R – сигнал управ-

ления, f(x, u, t) ∈ R – функция, зависящая от параметрических и внешних 
возмущений, z(t) ∈ Rn – сигнал, доступный измерению, ξ(t) = 
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= [ξ1(t), …, ξn(t)]
T – ограниченная помеха вместе с ее первой производной, 

A – известная гурвицева матрица соответствующей размерности, 
B = [b1, …, bn]

T, bi ≠ 0. 
Наложим дополнительные предположения на объект управления. 
Предположение 1. Функция возмущения f(t) = f(x, u, t) представлена в 

виде )()()()( 0 ttucxtf ϕψ ++= , где c0 > –1 и c0 ∈ [cmin, cmax], cmin и cmax из-

вестны, L≤
∂

∂
θ
θψ )(

 для любых θ ∈ Rn, L > 0, ϕ – ограниченная функция 

вместе с ее первой производной. Здесь и далее |⋅| – евклидова норма соот-
ветствующего вектора. 

Предположение 2. В объекте управления доступен измерению только 
сигнал z(t). 

Необходимо разработать систему управления, которая обеспечит вы-
полнение целевого условия 

 δ≤
≥∞→

)(suplim
0

tx
tt

,     (3) 

где δ > 0 – точность регулирования, значение которой будет определено в 
теореме. 

Алгоритм компенсации помех измерения. Перепишем уравнение 
(2) в виде 

 ,)()()(
1
∑

=
+=

n

j
jj tEtxtz ξ    (4) 

где [ ]T0...,,0,1,0...,,0=jE  – вектор соответствующей размерности, у кото-

рого j-я компонента равна 1, а остальные нулю. 

Выберем в системе (1) i-ю строку, в которой bi ≠ 0, .,1 ni =  Обозна-
чим 

[ ] ,)(...,),(),(...,),()(
~ T

111 ttttt nii ξξξξξ +−=  [ ] ,...,,,...,,
~ T

111 nii EEEEE +−=  
и перепишем (4) как 

 ).()(
~~

)()( tEtEtxtz iiξξ ++=    (5) 

Исключим i-е уравнение в (5). Для этого умножим (5) слева на I
~

, где 

I
~

 – матрица размерности (n – 1)×n, полученная из единичной матрицы по-
рядка n путем вычеркивания i-й строки. В результате получим 

 ),(
~

)(
~

)(~ ttxItz ξ+=     (6) 

где )(
~

)(~ tzItz = . 
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Продифференцировав уравнение (7) по времени вдоль траекторий 
системы (1), имеем 

 ).(
~

)(
~

)(
~

)(
~

)(~ ttBfItBuItAxItz ξ&& +++=    (8) 

Выразив в (5) переменную x(t) и подставив ее в (8), получим 

 ).(
~

)(
~

)(
~

)(
~~

)(
~~~

)(
~

)(~ ttBfItBuItEAItEAItAzItz ii ξξξ && +++−−=  (9) 

Введем обозначения 
EAIA
~~~= , AIA

~~
1 = , iAEIA

~~
2 = , BIB

~~ =  
и перепишем (9) в виде 

 ).(
~

)(
~

)(
~

)(
~

)(~)(
~~

)(
~

21 tAtfBtuBtzAtztAt iξξξ +−−−+= &&     (10) 

Введем в рассмотрение вектор )(tξ , который является оценкой векто-

ра )(
~

tξ  и определяется выражением 

 ).(
~

)(~)(
~

)( 1 tzAtztAt −+= && ξξ    (11) 

Для реализации алгоритма (11) требуется информация о производной 

)(~ tz& , которую можно получить используя наблюдатель производных. Вос-
пользуемся следующей процедурой для исключения наблюдателя. Найдем 
решение дифференциального уравнения (11) в виде 

 [ ] ).0(~)0()(~)(
~

)(
~

)(
0

1 ztzdsszAsAt
t

−++−= ∫ ξξξ  (12) 

Для реализации (12) требуется точная информация о начальном усло-
вии )0(~z . Покажем, что этого можно избежать. Сформируем новый алго-
ритм оценки помехи в виде 

 [ ] ,)(~)(
~

)(ˆ
~

)(ˆ
0

1 γξξ ++−= ∫ tzdsszAsAt
t

  (13) 

где )(ˆ tξ  – новый вектор оценки сигнала )(
~

tξ , ẑ)0(ˆ −= ξγ  ẑ – оценка зна-

чения )0(~z . Отметим, что если матрица A
~

 гурвицева, то разность между 

векторами )(tξ  и )(ˆ tξ  экспоненциально стремится к нулю, так как вычитая 
из (13) выражение (12) и дифференцируя их по времени, получим 

( ))()(ˆ
~

)()(ˆ ttAtt ξξξξ −=− &&
. 

Рассмотрим ошибку 

 )(ˆ)(
~

)( ttte ξξ −= ,    (14) 
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которая характеризует качество оценивания вектора )(
~

tξ  с использовани-
ем алгоритма (13). Учитывая (10) и (13), продифференцируем (14) по вре-
мени: 

 ( ) ).(
~

)()(
~

)(
~

)( 2 tAtftuBteAte iξ++−=&    (15) 

Из уравнения (15) следует, что на величину ошибки e(t) влияют зна-
чения функций ξi(t), f(t), u(t) и качество оценки вектора x(t). Причем, соот-
ветствующим выбором сигнала управления u(t) можно уменьшить влияние 

возмущения f(t) на качество оценивания вектора )(
~

tξ . Решению проблем 
построения оценки x(t) и компенсации возмущения f(t) посвящен следую-
щий раздел. 

Алгоритм компенсации возмущений. Выпишем в системе (1) i-е 
уравнение. Для этого умножим слева (1) на матрицу Ei: 

 ),()()()( TTT tBfEtBuEtAxEtx iiii ++=&   (16) 

где )()( txEtx T

ii = . Выразим из (16) сигнал возмущения 

 ( ) [ ].)()()()(
1T tBuEtAxEtxBEtf T

i

T

iii −−= −
&  (17) 

Из (17) следует, что для получения информации о функции f(t) необ-
ходима информация о сигналах x(t) и )(txi

& . Однако данная информация 
напрямую не доступна из постановки задачи. Поэтому дальнейшие дейст-
вия необходимы для получения оценок сигналов x(t) и )(txi

& . 
В предыдущем разделе был синтезирован алгоритм (13), который по-

зволяет оценить часть сигнала помехи ξ(t) в (2) в виде )(ˆ tξ . Воспользуемся 

функцией )(ˆ tξ  для уточнения оценки вектора состояния. Пусть )(ˆ tx  – 
оценка x(t). Принимая во внимание (5) и (13), запишем выражение для )(ˆ tx  
как 

 ).()(
~

)()(ˆ
~

)()(ˆ tEteEtxtEtztx iiξξ ++=−=   (18) 

Согласно [14], введем оценку )(ˆ tf  возмущения f(t) в виде 

 ( ) [ ],)()()(ˆ)(ˆ)(ˆ TT1T tBvEptxAEtxBEtf iiii α−−= − &
  (19) 

где α(p) – линейный дифференциальный оператор, p = d / dt, v(t) – вспомо-
гательное управляющее воздействие. 

Для компенсации возмущения введем вспомогательное управляющее 
воздействие в виде 

 ).(ˆ)( tftv −=     (20) 
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Подставив (19) в (20), получим следующее выражение 

 ( ) ( ) [ ].)(ˆ)(ˆ)()(1 T1T txAEtxBEtvp iii −−=− − &α  (21) 

Зададим α(p) = 1 – µp, где µ > 0 – достаточно малое число. Сформиру-
ем закон управления u(t) в виде u(t) = v(t), где v(t) определяется как реше-
ние дифференциального уравнения (21). Таким образом 

 ( ) .)0()0(ˆ)(ˆ)(ˆ
1

)(
0

TT1T






 +−−−= ∫
−

t

iiiii BuExdssxAEtxBEtu µ
µ       

(22) 

Для реализации (22) требуется информация о векторе )0(ˆix . На самом 

деле для компенсации возмущений не обязательно знать точное значение 
)0(ˆix , то есть закон управления u(t) можно сформировать как 

 ( ) ,)(ˆ)(ˆ
1

)(
0

T1T






 −−−= ∫
− θ

µ

t

iii dssxAEtxBEtu
 
 (23) 

где )0()0( TBuEs iµθ += , s(0) – оценка величины )0(ˆix . 

Перед формулировкой утверждения введем следующие обозначения: 
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Здесь On × l – нулевая матрица размерности n × l, In – единичная матрица 
порядка n, β > 0, ρ > 0, τ > 0, P > 0 – положительно определенная матрица, 
"*" обозначает симметричный блок симметричной матрицы. 

Теорема. Пусть выполнены условия предположений 1, 2 и матрица A
~

 
– гурвицева. Если для заданных чисел β > 0 и µ > 0 существуют коэффици-
енты τ > 0, ρ > 0 и матрица P > 0 такие, что выполнено линейное матрич-
ное неравенство (ЛМН) Ψ < 0, то система управления, состоящая из алго-
ритма оценки помехи (13) и закона управления (23) обеспечит выполнение 

целевого условия (3) с точностью ,
)(2 min

d
Pβλ

ρδ =  где )(sup
0

tdd
t≥

= , 

[ ] .)(),(),()(
T

ttttd ii ξξϕ &&=  
Замечание. Из (15) следует, что существенное влияние на точность 

регулирования δ в (3) оказывает i-я компонента вектора ξ(t). Поэтому для 
синтеза алгоритма управления можно воспользоваться следующей реко-
мендацией. Предположим, что в (1) вектор B содержит несколько ненуле-
вых компонент. Тогда для синтеза алгоритма компенсации возмущений 
рекомендуется, чтобы i-е уравнение соответствовало наименьшей по зна-
чению компоненте вектора ξ(t). 

Пример. Рассмотрим объект управления (1), (2) в виде 
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 (25) 

).()()( ttxtz ξ+=  
Пусть c0 ∈ [–0,5; 5]. Неизвестная функция ψ(x) задана в виде 

)(cos5,0)()(
3

1

txtxx
i

ii∑
=

+=ψ . Очевидно, что L = 4,5 в предположении 1. 

Сформируем систему управления. В качестве i-го уравнения выберем 

третье уравнение в (25). Тогда 
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I . Следовательно, 
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1A . Примем γ = 0 и сформируем алгоритм оценки помехи 

(13) в виде 



 
 

151

),(~)(
103

013
)(ˆ

01

13
)(ˆ

0

tzdsszst
t

+
















−
−

−








−
−

= ∫ ξξ  

где [ ] .)(),()(~ T
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Так как [ ]T100=iE , то 3T
i =BE  и [ ]001T −=AEi . Зададим θ = 0 и оп-

ределим сигнал управления (23) в виде 
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где, согласно (18), ).(ˆ
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Для объекта (25) ЛМН Ψ < 0 (см. Теорему) при µ ≤ 0,08. Выберем 
µ = 0,01 в (26). Пусть в (25) x(0) = [1 1 1]T, c0 = 1 и 
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где d1(t), d2(t), d3(t) и d4(t) – случайные нормально распределенные кусочно-
постоянные функции с нулевыми математическими ожиданиями, единич-
ными дисперсиями и длительностями 0,07 (с), 0,01 (с), 0,03 (с) и 0,1 (с) со-
ответственно. Дополнительно, |d1(t)| ≤ 5, |d2(t)| ≤ 10, |d3(t)| ≤ 12 и 
|d4(t)| ≤ 0,05. На рисунке приведены результаты переходных процессов по 
x(t). 

 
Рис. Переходные процессы по x(t) 

Заключение. Получен алгоритм компенсации возмущений и помех 
измерения, действующих на нелинейные динамические объекты с неиз-
вестными параметрами. В отличие от существующих результатов, предло-
женный алгоритм компенсирует помехи измерения, размерности которых 
равны размерности вектора состояния, не используется наблюдатель про-

)(tx

c,t
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изводных, а возмущения могут присутствовать в любом уравнении модели 
объекта. Получены условия, позволяющие рассчитать параметры алгорит-
ма управления для обеспечения устойчивости замкнутой системы. Отме-
тим, что качество регулирования в установившемся режиме существенно 
зависит от величины компоненты вектора помехи, которая присутствует 
при синтезе системы компенсации возмущений. Результаты моделирова-
ния подтвердили результаты аналитических расчетов и эффективность 
предложенной системы управления. 
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Введение. Важной задачей теории управления динамическими систе-
мами является задача синтеза стратегии управления, обеспечивающей по-
стоянное значение терминального критерия (в общем случае векторного) 
независимо от действующих на систему детерминированных, но заранее 
неизвестных, возмущений. Примером такой задачи является посадка кос-
мического летательного аппарата в заданную точку поверхности Земли в 
условиях действия возмущений плотности атмосферы. 

Эту задачу Л.И. Розоноэр назвал задачей слабой инвариантности и 
получил для нее локальные необходимые условия [1], аналогичные прин-
ципу максимума Л.С. Понтрягина для задачи оптимального управления. 

В моей работе [2] были получены глобальные необходимые и одно-
временно достаточные условия слабой инвариантности. 

В данной работе рассматривается аналог задачи слабой инвариантно-
сти для стохастических систем диффузионного типа. 

Достаточные условия слабой инвариантности. Будем предполагать, 
что управляемая динамическая система описывается векторным диффе-
ренциальным уравнением Ито 

 
)())()),(),(,(),(,(

))()),(),(,(),(,()(

tdwtvtvtxtutxtg

dttvtvtxtutxtftdx

++++
++++====

                               (1) 

с заданным начальным условием 00)( xtx ==== . Здесь ],[ 10 ttt ∈∈∈∈ – время, 
nT

n Rxxx ∈∈∈∈==== ),...,(: 1 – состояние системы, rT
r Rtwtwtw ∈∈∈∈==== ))(),...,((:)( 1 – 

стандартный винеровский процесс, T)( ⋅⋅⋅⋅ – операция транспонирования, 
mT

m Rvxtwvxtuvxtu ∈∈∈∈==== )),,(),...,,,((:),,( 1 – стратегия управления. Как и  
)(tx , функция )(tv – не управляемый диффузионный процесс ("цветной 



 
 

155

шум" по отношению к уравнению (1)), описываемый уравнением Ито, не 
зависящим от )(tx  с произвольным, но заданным, распределением началь-
ного состояния )( 0tv .  

Решения уравнений Ито будем понимать в слабом смысле. 
Компоненты mjrkniugf jiki ,1,,1,,1,,, ============  функций ),,,( vuxtf ,  

),,(),,,,( vxtuvuxtg  предполагаются измеримыми по Борелю. 
О п р е д е л е н и е  1. Будем говорить, что система (1), замкнутая 

стратегией управления ),,( vxtu  слабо инвариантна относительно терми-
нального критерия 

))(( 1txFJ ====  ,        (2) 
если критерий (2) принимает постоянное значение с вероятностью 1. 

Функция 1:)( RRxFx n →→→→→→→→ в (2) предполагается дважды непрерывно 
дифференцируемой. 

О п р е д е л е н и е  2. Введем в рассмотрение множество Φ функций 
1

10 ],[:),(φ),( RRttxtxt n →→→→××××→→→→ , имеющих непрерывные производные  
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. 

О п р е д е л е н и е  3. Стратегию ),,( vxtu  будем называть допусти-
мой, если уравнение Ито (1) имеет слабое решение на интервале ],[ 10 tt . 

Для краткости введем обозначения 

 Tvuxtgvuxtgvuxt ),,,(),,,(:),,,(σ ==== ,   (3) 
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xt
vuxtS

T

∂∂∂∂
∂∂∂∂====  . (5) 

Т е о р е м а . Для того чтобы система (1), замкнутая допустимой стра-
тегией ),,( vxtu , была слабо инвариантна относительно критерия (2) доста-
точно существования функции Φ),(φ ∈∈∈∈xt  и борелевской функции 

1
10 ],[:)(µ Rtttt →→→→→→→→ ,  таких что 
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1) nRxxFxt ∈∈∈∈==== ),(),(φ 1 , 

для всех rn RvRxttt ∈∈∈∈∈∈∈∈∈∈∈∈ ,],,[ 10  выполнены условия 
2) )(µ)),,,(,,( tvvxtuxtK ==== , 
3) 0)),,,(,,( ====vvxtuxtS . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При сделанных предположениях относитель-

но стратегии ),,( vxtu  (определение 3) на интервале ],[ 10 tt  справедлива 
формула что 

            
)())()),(),(,(),(,(

))()),(),(,(),(,())(,(φ

tdwtvtvtxtutxtS

tvtvtxtutxtKtxtd

++++
++++====

 , 

из которой в силу предположений 2), 3) теоремы следует, что 
],[,)(µ))(,(φ 10 tttdtttxtd ∈∈∈∈==== , откуда с вероятностью 1  

   const)(µ),(φ))(,(φ 1

0
0011 ========++++==== ∫∫∫∫ Jdttxttxt

t

t
.      (6) 

Приняв во внимание условие 1) теоремы получим равенство 

     const)(( 1 ======== JtxF ,     (7) 

справедливое при любых реализовавшихся значениях )( 1tx , то есть с веро-
ятностью 1. Это и означает слабую инвариантность системы (1). 

З а м е ч а н и е 1 . Если терминальных условий несколько, можно 
считать, что критерий (2) векторный и записать условия теоремы для каж-
дой компоненты критерия. 

З а м е ч а н и е 2 . Из теоремы и ее доказательства видно, что условия 
теоремы гарантируют слабую инвариантность системы при одной и той же 
стратегии ),,( vxtu  и фиксированных функциях )(µ),,(φ txt  для любого 

начального состояния nRxtx ∈∈∈∈==== 00)( . Более того, если задано ограничен-

ное множество nRB ⊂⊂⊂⊂0 и 00 Bx ∈∈∈∈ , то в силу непрерывности функции 
),(φ xt  существуют постоянные ba, , такие что справедливо неравенство 

bxta ≤≤≤≤≤≤≤≤ ),(φ 00  при 00 Bx ∈∈∈∈ . А тогда из равенств (6), (7) следует, что тер-
минальное значение критерия )(( 1txF  будет лежать в диапазоне  

    btxFa ≤≤≤≤≤≤≤≤ )(( 1 . 

Синтез слабо инвариантных систем. Рассмотрим сначала частный 
случай, когда 0),,,( ≡≡≡≡vuxtg . В этом случае в уравнение системы (1) вхо-
дит лишь "цветной шум" )(tv . 

В такой ситуации условие 3) теоремы выполняется тривиально, а ус-
ловие 2) приобретает вид  
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 )(µ)),,,(,,(
),(φ),(φ

tvvxtuxtf
x

xt

t

xt T
====

∂∂∂∂
∂∂∂∂++++

∂∂∂∂
∂∂∂∂

 .   (8) 

Нетрудно видеть, что условия 1), (8), рассматриваемые в совокупно-
сти, совпадают с достаточными условиями слабой инвариантности детер-
минированной системы  

)),,,(,,( vvxtuxtf
dt

dx ====  

относительно критерия (2), полученными в [ 2 ]. 
Итак, в случае, когда винеровский процесс )(tw  в уравнении (1) от-

сутствует, можно забыть о стохастической природе возмущения )(tv и рас-
сматривать )(tv как детерминированное, но неизвестное заранее возмуще-
ние. Следует заметить, что интересен сам факт такой возможности. 

В этой ситуации технологические приемы синтеза инвариантных сис-
тем в прикладных задачах подробно описаны в [ 3 ]. Там же и в [ 4 ] приве-
дено аналитическое решение достаточно сложной нелинейной задачи 
управления посадкой космического летательного аппарата в заданную 
точку поверхности Земли при наличии атмосферных возмущений (плот-
ность атмосферы на больших высотах может отличаться от стандартной в 
несколько раз). Полученный алгоритм имеет нулевую методическую 
ошибку. 

В случае, когда в уравнении системы (1) присутствует винеровский 
процесс )(tw  ( )0≠≠≠≠g , ситуация значительно усложняется, так как нужно 
выполнить дополнительное условие 3) теоремы. 

Оно, как и условие 2), может быть выполнено как за счет выбора 
функции ),(φ xt , так и за счет выбора стратегии ),,( vxtu .  

Если стратегия ),,( vxtu имеет более одной компоненты, возможности 
выполнения условий 2), 3) теоремы расширяются.  

В случае же когда равенство 3) не содержит управления, то оно пред-
ставляет собой систему r  линейных уравнений в частных производных 
первого порядка для функции ),(φ xt . Условие 1) теоремы это граничное 
условие для системы уравнений 3). Методология решения таких уравнений 
широко известна. В этом случае условие 2) можно попытаться выполнить 
за счет выбора стратегии ),,( vxtu при заданной функции ),(φ xt . 

Если обратиться к работам [ 5, 6 ], то нетрудно видеть, что равенства 
2), 3) в теореме это условия того, что функция ),(φ xt является первым ин-
тегралом системы (1). Правда в этих работах условие 2) записано в другой 
форме. 

Дифференцируя уравнения 3) по переменным ix  в предположении, 
что функция )),,,(,,( vvxtuxtg  непрерывно дифференцируема по x  , мож-
но получить равенство 
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И тогда в выражении (4) для функции K можно избавиться от частных 
производных функции φ  второго порядка. Именно эта форма равенства (4) 
и, соответственно, условия 2) теоремы используется в работах [ 5, 6 ]. 

Такая замена представляется не целесообразной по двум причинам. 
Во-первых добавляется лишнее условие дифференцируемости функ-

ции g  по x  и, соответственно, стратегии ),,( vxtu . Во-вторых, если мы 
ставим цель выполнить условие 2) теоремы за счет выбора стратегии 

),,( vxtu , то вместо алгебраического уравнения мы имеем уравнение в ча-
стных производных. 

П р и м е р 1 . Система (1) имеет вид 
       dwxdtxxdx 2321 )( ++++−−−−====  ,        dwxdtxxdx 1312 )2( −−−−−−−−==== ,          (9) 

dwudtxdx ++++−−−−==== 23  . 

Необходимо обеспечить инвариантность критерия ),0(3xJ ====  ]0,[ 0tt ∈∈∈∈ . 

Начальное состояние системы 00)( xtx ====  задано. 

Функцию ),(φ xt  будем искать в виде 

332211 )(ψ)(ψ)(ψ),(φ xtxtxtxt ++++++++====  , 

а 0)(µ ≡≡≡≡t . 
Условия инвариантности 1) – 3) примут вид 
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Этим условиям удовлетворяют функции 
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 (10) 

Стратегия (10) обеспечивает инвариантность системы (9) по критерию 
)0(3xJ ====  . 

П р и м е р 2 . Система (1) имеет вид [ 3, стр. 33] 

 1 2 1 2 1 2

1 1
, ,

2 2
dx x u v dt dx x u v dt  = + = − +   

  
 (11) 

где Tuu ),( 21 – управление, )(tv – возмущение ("цветной шум"). 
Необходимо обеспечить инвариантность критерия )0()0( 21 xxJ ==== . 
Тривиальное решение имеет вид 0)()( 21 ≡≡≡≡==== tutu . Однако имеется и 

другое решение с управлениями не равными нулю. 
Функцию ),(φ xt  будем искать в виде 
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),(φ xtxxtxtxt ++++++++====  ,                       (12) 

а 0)(µ ≡≡≡≡t . 
Условия инвариантности 1), 2) примут вид 
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                   0])ψψ()ψψ[( 22221121212111 ====++++++++++++++++ vuxxuxx , 

а условие 3) отсутствует, так как система (11) не содержит винеровского 
процесса. 

Этим условиям удовлетворяют функции ),sin(ψ),cos(ψ 1112 tt ========  
)cos()sin(),sin()cos(),sin(ψ 21221122 txtxutxtxut −−−−−−−−====−−−−====−−−−==== . 

В то же время, если возмущение dttv )(  заменить на дифференциал 
винеровского процесса )(tdw  , несмотря на то, что условие 3) теоремы бу-
дет выполнено, система (11) не будет инвариантна. Это объясняется тем, 
что условие 1) теоремы для нелинейной по состоянию функции φ  вида 
(12) для винеровского процесса будет отличаться от (13). 
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Введение. В следующие десятилетия двуногие шагающие роботы 
(ДШР) станут значительной частью нашей повседневной жизни. В на-
стоящее время, некоторые модели роботов уже демонстрируют впечат-
ляющие способности к быстрому передвижению, избеганию столкновений 
и адаптации к выполнению определенных операций в созданной под чело-
века окружающей среде. Например, открывание дверей, подъем и спуск по 
лестницам, захват манипуляторами предметов со стола, открывание буты-
лок, наливание воды в стакан и многое другое – уже доступно современ-
ным продвинутым роботам. Хотя осуществление быстрой ходьбы такими 
роботами и значительно улучшилось в последние годы благодаря разра-
ботке различных методов движения, походка ДШР все еще остается недос-
таточно стабильной и энергетически эффективной по сравнению с поход-
кой человека [1], [2], [3]. Причины этого кроются в кинематических и ди-
намических различиях между человеком и антропоморфным роботом: 
прежде всего, это разные типы скелетов, с разными количествами степеней 
свободы. Кроме того, роботы имеют различные ограничения на относи-
тельные положения, а также скорости и ускорения суставов. Вдобавок, ро-
боты имеют отличные от человека кинематические характеристики, на-
пример, распределение веса по частям тела и положение центра масс. Та-
ким образом, преодоление этих ограничений при создании ДШР с динами-
чески и статически стабильной, энергоэффективной и человекоподобной 
походкой остается одной из важнейших мировых задач в исследованиях 
антропоморфных роботов [4]. Дополнительной сложностью при решении 
данной задачи является необходимость переработки существующих алго-
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ритмов под каждую конкретную модель ДШР с учетом имеющихся у ДШР 
степеней свободы, механических ограничений конструкторских решений и 
используемых приводов, количества, свойств и расположения датчиков, и 
других особенностей каждого ДШР. 

Одной из насущных робототехнических задач для ДШР является раз-
работка решений для динамически стабильной ходьбы ДШР. Целью дан-
ной работы являются исследование и разработка программного комплекса 
системы управления (ПКСУ) для человекоподобной ходьбы нового рос-
сийского полноразмерного двуногого шагающего робота (ДШР) серии AR-
600 на основе контроля статического и динамического равновесия с ис-
пользованием операционной системы для роботов ROS [5]. 

На первом этапе алгоритмы управления были отработаны на вирту-
альной модели. С этой целью CAD модель робота AR-601M была интегри-
рована в виртуальную среду симулятора Gazebo, в которых производилось 
исследование и тестирование движений робота. Была осуществлена про-
граммная реализация ПКСУ с двумя алгоритмами управления ходьбой: (1) 
с применением модели перевернутого маятника VHIPM (virtual height in-
verted pendulum model – модель виртуального маятника с инвертированной 
высотой); и (2) управления движением робота с помощью контроллера 
опережающего регулирования (Preview Control). После тестирования в 
виртуальной среде программный комплекс был применен для управления 
движением реального робота. Разработанный ПКСУ, контролирующей ро-
бота посредством робототехнической среды ROS, использует модули 
приема и передачи данных по каналам связи робота от сенсоров к устрой-
ствам обработки и управления, с последующей выдачей команд сервопри-
водам ДШР. Точная калибровка моделей ДШР позволила улучшить совпа-
дение желаемой и получаемой траекторий ходьбы робота при работе 
ПКСУ с разработанными алгоритмами контроля движения ДШР. 

Дальнейшая структура статьи организована следующим образом: в 
следующем разделе дается описание робота AR-601M, далее описывается 
виртуальная модель робота. Затем рассматриваются алгоритмы управления 
ходьбой ДШР с помощью: (1) модели перевернутого маятника VHIPM; и 
(2) управления движением робота с помощью контроллера опережающего 
регулирования (Preview Control). В последнем разделе приведены выводы. 

Описание робота. 
Полномасштабный антропоморфный AR-601M (рис. 1) производится 

российской компанией ПАО «Андроидная робототехника» [6] и является 
одной из моделей популярной в России линейки ДШР AR-600 [7],[8],[9]. 
Робот AR-601M построен на базе силового каркаса из легких сплавов с 
элементами силового электропривода и по многим своим техническим ха-
рактеристикам превосходит зарубежные аналоги: например, по количеству 
степеней свободы и оснащенности манипуляторов. При росте 145 см, AR-
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601M весит 65 кг, и имеет 41 степень свободы, из которых по 6 приходятся 
на каждую ногу. Каждая степень свободы AR-601M приводится в движе-
ние с помощью электродвигателя. Манипуляторы робота позволяют опе-
рировать с предметами бытового обихода, основываясь на внутренних сис-
темах навигации и технического зрения. Антропоморфный робот включает 
в себя широкий набор сенсорных устройств (бортовых датчиков) для вос-
приятия окружающей среды и датчиков внутреннего состояния робота 
(эффекторов и актуаторов), связанных с исполнительными механизмами. 
Набор датчиков робота включает: систему зрения робота (передняя цвет-
ная стереопара камер и монохромная камера заднего вида); два сканирую-
щих ИК-дальномера (Hokuyo UTM-30LX); 16 ИК-датчиков расстояния на 
запястьях и стопах; 1 гироскоп-акселерометр с цифровым масштабирова-
нием и фильтром Калмана; 4 двухосевых акселерометра; 12 резистивных 
датчиков положения; 4 тензометрических силомоментных датчика стоп и 
запястий (по 1 на каждые стопу и запястье); 30 магнитных энкодеров для 
контроля состояния приводов робота; микрофон и динамик. Непрерывная 
работа AR-601M без подзарядки составляет до 2-х часов и напрямую кор-
релирует с интенсивностью выполняемых задач и их сложностью. 

 
Рис. 1. Робот AR-601M 

Модель робота AR-601M в Gazebo 
Основной задачей при создании модели робота в среде ROS/Gazebo 

является создание URDF (Universal Robot Description File) и STL (stereo-
lithography) файлов, представляющих из себя точное описание трехмерных 
моделей частей робота. Используя инструмент «SolidWorks to URDF Ex-
porter», мы сгенерировали URDF и STL файлы на основе модели в Solid-
Works. При этом нулевым углам в Gazebo соответствуют положения в сус-
тавах, которые были заданы при создании модели в SolidWorks. Поэтому, 
перед экспортом модели из SolidWorks, мы откалибровали углы в ногах, 
сделав их полностью выгнутыми, параллельными фронтальной и сагит-
тальной плоскостям, и со стопами, параллельными горизонтальной плос-
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кости. Руки играют существенно меньшую роль в моделировании походки, 
и они строго зафиксированы (неподвижны) в текущих алгоритмах ходьбы. 
Поэтому начальное положение рук произвольно. На рис. 2 показана соз-
данная нами модель робота в Gazebo. 

 
Рис. 2. Модель робота AR-601M в Gazebo 

URDF является файлом формата XML. Расположение тела (<origin>), 
а также mesh-файл, являются результатом работы инструмента 
«SolidWorks to URDF Exporter». Параметры типа <inertial> (инерционные) 
- такие как масса (mass value) и инерция (inertia) были взяты для каждой 
части робота из таблицы инерционных параметров робота от производите-
ля. Положение сустава и направление оси вращения формируется из CAD 
модели. Также заметим, что для сустава определены ограничения по углу 
(от -0.3 рад до 0.3 рад), моменту сил (80 Н*м) и угловой скорости (1 
рад/сек), что соответствует параметрам из технической документации ро-
бота. 

Управление виртуальной моделью в симуляторе Gazebo происходит с 
помощью пакета ROS Control и плагина для Gazebo. На рис. 3 показана 
схема взаимодействия между симулятором и модулем управления в ROS. 
На текущий момент управление приводами модели робота осуществлялось 
по углу: также, как и в реальном роботе. То есть на вход контроллера по-
дается желаемый угол поворота, и контроллер рассчитывает согласно 
ПИД-коэффициентам необходимый момент сил, который передается в 
Gazebo. Происходит это с частотой 250 Hz, что также соответствует реаль-
ному роботу. 

Для анализа движения робота в виртуальной среде использовалась 
информация по углам в суставах (joint state), положению частей робота от-
носительно лабораторной системы отчета и системы отчета робота (link 
state), а также были дописаны плагины для получения информации по силе 
взаимодействия стопы робота с поверхностью. 
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Рис. 3. Схема взаимодействия симулятора и модуля управления в ROS 

Алгоритмы управления. 
На первом этапе для анализа устойчивости походки модели робота 

был использован аналитический подход через расчет точки нулевого мо-
мента (ТНМ). Зная требуемые значения координат ТНМ для каждого мо-
мента времени, решалась система дифференциальных уравнений для коор-
динат центра масс модели робота. Таким образом мы получили аналитиче-
ские оптимальные траектории движения робота [10]. Алгоритм управления 
строился на обеспечении движения робота по заранее рассчитанным опти-
мальным траекториям. Так как основную часть времени походки занимает 
фаза опоры на одну ногу, то сначала решалась задача расчета ТНМ модели 
робота и расчета оптимального движения при шаге, где одна (опорная) но-
га находится в неподвижном состоянии, а другая нога переносится сзади 
вперед. Если положить желаемые координаты ТНМ нулевыми, то мы 
добьемся максимальной устойчивости шага, так как ТНМ в этом случае 
будет лежать в центре опорной ноги. В работе [11] авторы показали, что 
уравнения движения центра масс могут записаны в виде   

 0 , y 0CoM CoM

CoM CoM

g g
x x y

z zα β
− = − =&& &&                             (1) 

где коэффициенты ,α β  находятся экспериментальным путем для сниже-
ния ошибки  ТНМ. Тогда функции координат центра торса от времени, яв-
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ляющиеся решением дифференциальных уравнений второго порядка, за-
пишутся как 

 ( ) ( )1 2 2

1 2 3 4,  w t w t w tx t C e C e y t C e C e− −= + = +                         (2) 

где 1 2,  
g g

w w
z zα β

= = . Коэффициенты C1, C2, C3, C4 находятся из на-

чальных и конечных условий для координат. 
Другим способом нахождения траектории движения торса, отличным 

от аналитических функций, является использование контроллера. Исполь-
зование контроллера означает использование обратной связи. В нашей мо-
дели для виртуального робота в качестве сигнала обратной связи брались 
значения координат ТНМ. В случае реального робота это могут быть пока-
зания с силомоментных датчиков на стопах, которые по сути являются 
аналогом значений ТНМ. Использование контроллера с обратной связью 
позволяет роботу адаптироваться к текущей ситуации и рассчитывать не-
обходимую траекторию движения. 

В работе [12] приведен подход, использующий будущие значения же-
лаемой координаты ТНМ (Preview Control). Траекторию робота во фрон-
тальной плоскости получаем, используя этот подход. 

Уравнение для координаты ТНМ в случае модели IPM (inverted pendu-
lum model – модель инвертированного маятника) представлено ниже:  

   cP x x
g

z= − &&                                                   (3) 

где zc  – высота центра масс, g  – ускорение свободного падения и X – ко-
ордината центра масс. 

Запишем уравнения для контроллера в дискретном временном про-
странстве в виде: 

 
( ) ( ) ( )
( )

  1     

 ) (

x k Ax k Bu k

p k Cx k

+ = +

=
                                 (4) 

где k – дискретное время, x(k) – значение вектора состояния (координата, 
скорость, ускорение центра масс), u(k) – управляющий вектор, p(k) – зна-
чение координаты ТНМ. A, B, C, D – коэффициенты, полученные из урав-
нения (4) и разложения вектора состояния x в ряд Тейлора для нахождения 
его значения в следующий момент времени [13]. В роли управляющего 
вектора u(k) используется третья производная координаты x. 

Согласно работе [13] управляющий сигнал u при использовании бу-
дущие значения желаемой координаты ТНМ выглядит следующим обра-
зом: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

lNk

I x d d
i l

u k G e i G x k G l p k l
= =

= − − − +∑ ∑                    (5) 
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где e(i) – ошибка между рассчитанной и желаемой координатой ТНМ, pd – 
желаемая координата ТНМ. GI, GX, Gd(l)– коэффициенты пропорциональ-
ности. Первый член выражает интегральную ошибку между рассчитанной 
и желаемой координатой ТНМ. Второй член пропорционален текущему 
состоянию вектора x. Третий член учитывает будущие значения желаемой 
координаты ТНМ, в котором суммирование ведется по Nl будущим значе-
ниям. Преимуществом такого подхода по сравнению с использованием 
траекторий, рассчитанных заранее перед каждым шагом, является учет от-
клонений робота от заданной траектории и автоматическая корректировка 
движения. 

Заключение. 
В работе представлены разработанные нами математические модели 

системы управления движением робота в среде Gazebo с учетом физиче-
ских характеристик робота AR-601М. Проведено моделирование системы 
управления робота в среде Gazebo. Разработаны алгоритмы получения и 
обработки информации с датчиков робота. Разработаны алгоритмы расчета 
управляющих воздействий и управления исполнительными механизмами 
робота. Все вышеуказанные разработки проведены для полноразмерной 
робототехнической платформы AR-601M. Результаты экспериментов пока-
зывают, что робот успешно отрабатывает команды высокого уровня по пе-
ремещению. Также показаны результаты стабилизации робота при внеш-
нем воздействии.  
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Теоретико-информационные меры зависимости как математиче-
ская основа идентификации стохастических систем. Решение задачи 
идентификации систем в рамках стохастической постановки всегда осно-
вано на применении мер зависимости случайных величин, как при пред-
ставлении исследуемых систем на основе входо-выходного описания, так и 
при подходах, основанных на методах пространства состояний. Наиболее 
часто в рамках идентификационных подходов используются традиционные 
корреляционные/ковариационные меры зависимости. Их применение не-
посредственно вытекает из самой постановки задачи идентификации, ко-
гда она основана на традиционном среднеквадратическом критерии. Глав-
ное преимущество таких мер зависимости состоит в удобстве их использо-
вания, включая как возможность построения явных аналитических выра-
жений для определения искомых характеристик системы. 

Однако главный недостаток мер зависимости, основанных на линей-
ной корреляции, состоит в возможности их обращения в ноль даже в усло-
виях наличия детерминированной связи между исследуемыми переменны-
ми [1, 2]. Именно на преодоление этого недостатка было направлено ис-
пользование более сложных, состоятельных , мер зависимости в задачах 
идентификации (в соответствии с терминологией А.Н. Колмогорова, мера 
зависимости между двумя случайными величинами называется состоя-
тельной, если она обращается в ноль тогда и только тогда, когда данные 
случайные величины стохастически независимы). 

В 1959 г. А. Реньи сформулировал аксиомы [1], которые в конечном 
итоге были общепризнанны как наиболее естественные условия для харак-
теризации меры зависимости ( )YX,µ  между двумя случайными величина-
ми X и Y: 
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A) ( )YX,µ  определена для любой пары случайных величин X и Y, ес-
ли ни одна из них не является с вероятностью 1 константой. 

B) ( )YX,µ = ( )XY,µ . 
C) ( ) 1,0 ≤≤ YXµ . 
D) ( ) 0, =YXµ  тогда и только тогда, когда X и Y стохастически неза-

висимы. 
E) ( ) 1, =YXµ  если существует строгая зависимость между X и Y, то 

есть или )(XY ϕ= , или )(YX ψ= , где ϕ и ψ – некоторые борелевские 

функции. 
F) Если ϕ и ψ – некоторые борелевские взаимно-однозначные функ-

ции, то ( ) ( )YXYX ,)(),( µψϕµ = . 

G) Если совестное распределение вероятностей X и Y нормально, то 
( ) ( )YXrYX ,, =µ , где ( )YXr ,  – обычный коэффициент корреляции между 

X и Y. 
Класс состоятельных по Колмогорову мер зависимости (то есть удов-

летворяющих хотя бы аксиоме Реньи D) достаточно широк, в то время как 
класс мер зависимости, удовлетворяющих всем аксиомам Реньи – класс 
мер зависимости, состоятельных по Реньи, – весьма узок. 

Широкий класс состоятельных по Колмогорову мер зависимости мо-
жет быть построен на основе соответствующих мер сравнения плотностей 
(непрерывных) многомерных вероятностных распределений, например, 

)(1 zg  и )(2 zg , νRz∈ , известных как меры дивергенции, среди которых, по-

видимому, наиболее известной является дивергенция Кульбака-Лайблера 

( ) ∫ 







=

νR

KL dz
zg

zg
zgggD

)(
)(

ln)(
2

1
121 . 

Меры дивергенции можно рассматривать как критерий качества в 
рамках различных теоретических и прикладных задач. В частности, дивер-
генция Кульбака-Лайблера приводит к выражению для взаимной инфор-
мации Шеннона { }21, XXI , при 2=ν , двух случайных величин X1 и X2, ко-

гда одна из плотностей распределения в ( )21 ggDKL , а именно, )(1 zg , пред-

ставляет собой совместную плотность распределения этих случайных ве-
личин, ),( 2112 xxp , а вторая, )(2 zg , представляет собой произведение мар-

гинальных плотностей X1: ),( 11 xp  и X2: )( 22 xp . Соответственно, диверген-

ция Кульбака-Лайблера ( )( )2112 pppDKL  приводит к теоретико-

информационной мере зависимости – взаимной информации Шеннона: 
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где ( )⋅E  – символ математического ожидания. 
Взаимная информация Шеннона (1), также часто именуемая как отно-

сительная энтропия Шеннона, основана на соответствующих энтропиях 
Шеннона. В то же время, наряду с определением энтропии по Шеннону 
известен целый ряд других определений энтропии (многомерной) случай-
ной величины. Так для некоторой ν-мерной случайной величины Z с мно-
гомерной плотностью распределения )(zg  энтропия Цаллиса порядка α 
определяется следующим образом [3]: 

  ( )








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
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−

−
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ν

α
α α

R

dzzgZT )(1
1

1
)( , 1,0 ≠> αα . (2) 

При этом по мере того, как α стремится к 1, )(ZTα  стремится к энтро-
пии Шеннона, и, таким образом, энтропия Шеннона может рассматривать-
ся как энтропия Цаллиса «порядка 1». 

Также как и энтропия Шеннона, энтропия Цаллиса )(ZTα  ν-мерной 
случайной величины Z с многомерной плотностью распределения )(zg  
может рассматриваться и непосредственно относительно этой плотности 
распределения )(zg , и в этом случае она будет обозначаться как )(gTα . 
Таким образом, )(ZTα  и )(gTα  следует рассматривать как математически 
эквивалентные обозначения, оба определяемые формулой (2). Необходи-
мость такого замечания будет объяснена исходя из нижеприводимого рас-
смотрения, связанного с соответствующей мерой дивергенции вероятност-
ных распределений, которая основана на энтропии Цаллиса (2). 

А именно, используя свойство выпуклости энтропии Цаллиса, в лите-
ратуре, например [3], известна дивергенция Йенсена-Цаллиса ( )21 ggD JT

α  

порядка α двух плотностей распределения вероятностей )(1 zg  и )(2 zg  сле-
дующим образом: 
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При этом ( )21 ggD JT
α  неотрицательна и обращается в ноль тогда и 

только тогда, когда )(1 zg = )(2 zg . Соответственно, при 2=ν  и Z, образо-
ванной двумя случайными величинами X1 и X2, когда одна из плотностей 
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распределения в ( )21 ggD JT
α  в (3), а именно )(1 zg , представляет собой со-

вместную плотность распределения этих случайных величин ),( 2112 xxp , а 
вторая плотность, )(2 zg , является произведением маргинальных плотно-
стей распределения X1: ),( 11 xp  и X2: )( 22 xp , соответствующая дивергенция 

( )2112 pppD JT
α  Йенсена-Цаллиса порядка α приводит к состоятельной в 

смысле Колмогорова теоретико-информационной мере зависимости 
{ }21, XXI JT

α  двух случайных величин X1 и X2: 
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Выражение (4) определяет одновременно и теоретико-информа-
ционный критерий, который может рассматриваться как основа для по-
строения теоретико-информационных методов идентификации систем. 

С вычислительной точки зрения, особенно при необходимости по-
строения оценок на основе выборочных данных, энтропию Цаллиса следу-
ет рассматривать как существенно более удобную для применения, чем эн-
тропию Шеннона, поскольку энтропия Шеннона включает «интеграл от 
логарифма», а энтропия Цаллиса вообще не содержит логарифма, что в 
вычислительном плане существенно проще. 

При этом выбор конкретного значения порядка α важен, поскольку, 
чем больше значение порядка, тем более сложной становится вычисли-
тельная процедура. Такого рода рассмотрения вычислительных и аналити-
ческих аспектов величины порядка α энтропии Цаллиса приводят к своего 
рода «компромиссу», в рамках которого значение порядка 2=α  выглядит 
наиболее приемлемым. Значение 2=α  в формулах (3) и (4) соответствует 
квадратической дивергенции и квадратической взаимной информации 
Йенсена-Цаллиса соответственно. Так, при 2=α  из формул (3) и (4) непо-
средственно следует 

  { } ( ) .)()(),(, 21
2

22112112212 ∫ ∫
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−= dxdxxpxpxxpXXI JT  (5) 
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В случае стационарных и взаимно-стационарный в узком смысле слу-
чайных процессов )(ty  и )(sx , { })(),(2 sxtyI JT , st −=τ  становится соответ-
ствующей функцией времени: 

  { } ( ) .,)()(),,()(),( 2
2 stdydxxpypxypsxtyI xyyx
JT −=−= ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

ττ  (6) 

В (6), ),,( τxypyx , )(ypy , )(xpx  – совместная и маргинальные плотности 

распределения случайных процессов )(ty  и )(sx , st −=τ  соответственно. 
Задачи идентификации, решение которых существенно определяется 

характеристиками зависимости входного и выходного процессов иссле-
дуемой системы, включают статистическую линеаризацию вхо-
до/выходного отображения. При этом известные подходы к статистиче-
ской линеаризации основаны на применении либо традиционных корреля-
ционных функций, либо дисперсионных функций [2] (другими словами, 
основанных на корреляционном отношении), что, по причинам, отмечен-
ным выше, может приводить к построению моделей, чей выход будет тож-
дественным нулем. Подход, предложенный в настоящей работе, ориенти-
рован на исключение отмеченных недостатков, связанных с применением 
корреляционных и дисперсионных мер зависимости при идентификации 
систем на основе линеаризованных представлений их входо/выходных мо-
делей. 

В этих рамках именно функция { })(),(2 sxtyI JT  (6) будет использоваться 
в конечном итоге для построения критерия статистической линеаризации. 

Статистическая линеаризация: постановка задачи и решение. 
Пусть в некоторой нелинейной динамической системе )(ty  – выходной 
процесс, рассматриваемый как стационарный в узком смысле эргодиче-
ский случайный процесс; )(sx  – входной процесс, рассматриваемый как 
белошумный гауссовский случайный процесс. При этом зависимость 
входного и выходного процессов системы характеризуется плотностью 
распределения вероятностей (конечно, не известной исследователю) 

  ),,( τxypyx , K,2,1==− τst . (7) 

Ради простоты, но без ограничения общности, процессы y(t) и )(sx  
предполагаются имеющими нулевое среднее и единичную дисперсию, то 
есть 

  { } { } 0)()( == sxty EE , { } { } 1)()( == sxty varvar , (8) 

где {}⋅var  – символ дисперсии. 
Процессы y(t) и )(sx  также предполагаются взаимно-стационарными в 

узком смысле (формула (7)). 
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Модель системы, описываемой плотностями распределения (7) при 
условии (8), ищется в виде  

  ∑
∞

=
−=

1

)()();(ˆ
τ

ττ txwWty , K,2,1=t ,  (9) 

где );(ˆ Wty  – выходной процесс модели, [ ){ }∞∈= ,1),( ττwW , K,2,1),( =ττw  – 
коэффициенты весовой функции линеаризованной модели, подлежащие 
идентификации в соответствии с критерием статистической линеаризации. 
Такой критерий представляет собой условие совпадения математических 
ожиданий выходного процесса системы, описываемой плотностями (7), и 
выходного процесса модели (9), и условие совпадения квадратической вза-
имной информации Йенсена-Цаллиса (6) выходного и входного процессов 
системы, описываемой плотностями (7), и выходного и входного процес-
сов модели (9), или, математически, 

  { } { } 0);(ˆ)( == Wtyty EE , (10) 

  { } { })(),;(ˆ)(),( 22 sxWtyIsxtyI JTJT = , K,2,1==− τst . (11) 

В дальнейшем, в дополнении к (7), будут использованы следующие 
обозначения: ),),(ˆ()(ˆ τxWyp xWy  – совместная плотность распределения вы-

ходного процесса модели (9) и входного процесса системы, )(ypy , 

))(ˆ()(ˆ Wyp Wy , и )(xpx  – соответственно маргинальные плотности распреде-

ления выходного процесса системы y(t), выходного процесса модели 
);(ˆ Wty  и входного процесса системы (равно как и модели) )(sx , st −=τ . 

Далее, в соответствии с условием нормализации (8), модель (9) огра-
ничена условием 

{ } 1);(ˆ =Gtyvar , 
и, соответственно, весовые коэффициенты модели (9) удовлетворяют ус-
ловию 

  1)(
1

2 =∑
∞

=τ
τw . (12) 

Таким образом, выражения (10) и (11) представляют собой критерий 
статистической линеаризации системы, описываемой плотностями распре-
деления (7). 

Пусть 

=−τυt ∑∑
∞

+=

−

=
−+−

1

1

1

)()()()(
τ

τ

jj

jtxjwjtxjw , K,2,1=τ  

– последовательность случайных величин, которые очевидно являют-
ся гауссовскими с нулевым средним и дисперсией 
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{ }=−τυtvar )(1)()( 2

1

2
1

1

2 τ
τ

τ
wjwjw

jj

−=+ ∑∑
∞

+=

−

=
, K,2,1=τ . 

Тогда в рамках введенных обозначений и с учетом описания модели 
(9) можно записать следующие матричные равенства 

  








−
−








=








− )(10

)(1

)(

);(ˆ

τ
τυτ

τ tx

w

tx

Wty t , (13) 

  








−






 −
=









−
−

)(

);(ˆ

10

)(1

)( τ
τ

τ
τυ

tx

Wtyw

tx
t . (14) 

Как хорошо известно, если два n-мерных случайных вектора z и x, 
имеющие маргинальные плотности распределения )(zzp  и )(xxp  соответ-
ственно, функционально связаны взаимнооднозначным соотношением, 

)(xz ϕ= , то 

( ) ( )
)(

)(
)()(

1
1

z
z

zz
D

D
pp xz

−
−= ϕϕ , 

где 
( )

)(
)(1

z
z

D

D −ϕ
 – якобиан обратного преобразования )(1 zx −= ϕ . 

В соответствии с этим соотношением совместная плотность распреде-
ления ),),(ˆ()(ˆ τxWyp xWy  случайных величин );(ˆ Wty  и )( τ−tx  может быть 

выражена через совместную плотность распределения ( )ττυτυ ,,xp txt
−−  

случайных величин τυ −t  и )( τ−tx . В свою очередь, ( )ττυτυ ,,xp txt
−−  

очевидно имеет вид  
( ) ( ) )(,, xppxp xtttxt

τυττυ τυτυ −=− −− , 

где ( )τυτυ −− tt
p , )(xpx  – маргинальные плотности распределения слу-

чайных величин τυ −t  и )( τ−tx  соответственно. Следовательно, с учетом 

соотношений (13) и (14), и с применением соотношения (12), для плотно-
сти ),),(ˆ()(ˆ τxWyp xWy  можно записать: 

=),),(ˆ()(ˆ τxWyp xGy =−− )())()(ˆ( xpxwWyp xt
ττυ  

  2

)(ˆ1

1)(

)(1)(ˆ

2 )(12

1








−




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



−
−





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



−

−
=

x

Wy

w

wT

x

Wy

e
w

τ
τ

τπ
, (15) 

то есть эта плотность является гауссовской. 
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Таким образом, с учетом (6), (11), (15) можно в конечном итоге полу-
чить следующее уравнение, опуская соответствующие промежуточные вы-
кладки, чье решение определяет весовые коэффициенты )(τw , K,2,1=τ : 

 
( ) ( )

{ })(),(
4
1

)(4

1

)(14

1
222

sxtyI
ww

JT=+
−

−
− πτπτπ

, K,2,1==− τst .. (16) 

Уравнение (16) может быть легко решено численно, и его (положи-
тельное) решение определяет значение модуля весовых коэффициентов 

)(τw , K,2,1=τ  модели (9) через соответствующее значение квадратиче-

ской взаимной информации Йенсена-Цаллиса { })(),(2 sxtyI JT , 

K,2,1==− τst  (6). Для «раскрытия» модуля решения уравнения (16) сле-
дует использовать знак регрессии выходного процесса системы на ее вы-
ходной процесс, то есть 

[ ]




<−
≥

=
0)(,1

0)(,1
)(sign

τ
τ

τ
yx

yx

yx reg

reg
reg , 

где 

{ })(
)()( ττ −= tx

tyregyx E , 

и { }⋅
⋅E  – символ условного математического ожидания. Таким образом, 

окончательно: 

  [ ] { }( ))(),()(sign)( 2 sxtyIregw JT
yx φττ = , K,2,1=τ , (17) 

где функция { }( ))(),(2 sxtyI JTφ  определяет обратное выражение (от 

{ })(),(2 sxtyI JT  к )(τw ) к уравнению (16). Таким образом, выражение (17) 

определяет коэффициенты весовой функции линеаризованной модели (9). 

Таким образом, мера зависимости { }( ))(),(2 sxtyI JTφ , определяемая со-

отношением (6) и формулой (16), удовлетворяет всем аксиомам Реньи [1] 
для мер зависимости случайных величин за исключением только аксиомы 
F, однако ее вычисление существенно проще по сравнению с вычислением 
максимального коэффициента корреляции [1, 5, 6]. Поведение функции 

{ }( ))(),(2 sxtyI JTφ  представлено на рис. 1. 

Соответственно, меры зависимости, которые удовлетворяют аксиомам 
Реньи, за исключением, возможно, аксиомы F, естественно называть мера-
ми зависимости, состоятельными по Реньи. Класс таких мер существенно 
уже, чем класс мер зависимости, состоятельных по Колмогорову. 
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Рис. 1 

Заключение. Рассмотрен подход к статистической линеаризации вхо-
до/выходных отображений нелинейных дискретновременных стохастиче-
ских динамических систем с белошумным входным процессом. Такой под-
ход основан на применении квадратической взаимной информации Йенсе-
на-Цаллиса (6) при построении критерия статистической линеаризации. В 
рамках данного подхода критерий статистической линеаризации представ-
ляет собой условие совпадения математических ожиданий выходного про-
цесса системы и выходного процесса модели, и условие совпадения квад-
ратической взаимной информации Йенсена-Цаллиса выходного и входного 
процессов системы и квадратической взаимной информации Йенсена-
Цаллиса выходного и входного процессов модели. Получены соотношения 
для определения коэффициентов весовой функции линеаризованной моде-
ли. При этом полученные выражения основаны на квадратической взаим-
ной информации Йенсена-Цаллиса и определяют меру стохастической за-
висимости случайных величин, являющейся состоятельной в смысле Реньи. 
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РОБАСТНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ СИСТЕМ  
С ПАРАМЕТРИЧЕСКИМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ 

В.Н. Шашихин (СПбПУ Петра Великого, Россия, 195251,  
Санкт-Петербург, Политехническая, 29) E-mail: Postbox@stu.neva.ru 

ROBUST STABILIZATION 

OF PARAMETRICALLY DISTURBEED SYSTEM 

V.N. Shashihin (Peter the Great St. Petersburg, Polytechnicheskay, 29) 

Keyword: robust control, parametrically disturbed, scalar optimal function. 

Введение. Современные технические объекты, как правило, функцио-
нируют в условиях воздействия внешней среды, что приводит к значитель-
ным изменениям их параметров и, как следствие, ухудшению характери-
стик. В этих условиях особое значение приобретает задача обеспечения 
грубости (робастности) основных показателей качества функционирования 
систем по отношению к параметрическим возмущениям. 

Проблема обеспечения робастных свойств имеет три аспекта: модели 
систем при действии внутренних (параметрических, структурных) и внеш-
них возмущений; методы анализа (критерии устойчивости и качества) сис-
тем при действии возмущений; методы синтеза робастных систем управ-
ления. 

В докладе рассматривается синтез управления, обеспечивающего ро-
бастную устойчивость динамических систем по отношению к неопреде-
ленности в задании параметров. Решение задачи робастной стабилизации 
получено в рамках централизованных структур управления на основе при-
менения скалярно-оптимизационных функций. 

Постановка задачи. Пусть математическая модель объекта управле-
ния имеет вид системы векторных дифференциальных уравнений с пара-
метрами, которые могут принимать значения из некоторых интервалов, 

( ) 00 xx,uB~xA~x =+=
•

,                                                (1) 
где nx R∈ , mRu∈  - векторы фазовых координат и управляющих воздейст-
вий соответственно; nnA~ ×∈ IR  - интервальная матрица размера ( nn× ), опре-
деляющая динамические свойства системы, ( ) [ ] nnn

j,iij A;Aa~A~ ×
=

∈== IR
1

, 

[ ]ijijij a;aa~ = ; mnB~ ×∈ IR  - интервальная матрица размера ( mn× ), характери-

зующая влияние управляющих воздействий на объект, 
( ) [ ] mnm,n

j,iij B;Bb~B~ ×
=

∈== IR
1

, [ ]ijijij b;bb~ = ; IR - множество вещественных интер-

валов. 
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Наряду с интервальным объектом (1) рассмотрим «точечный» объект, 
отвечающий номинальным значениям параметров 

( ) 000 0 xx,uBxAx =+=
•

,                                                  (2) 
где nnA ×∈ R0  - матрица номинальных параметров объекта (1), равная мат-

рице ( )n

jiijaAA
1,0

~ med~ med
=

== , которая является медианой интервальной мат-

рицы; mnB ×∈ R0  - номинальная входная матрица ( ) mn

jiijbBB
,

1,0
~ med med

=
==

t
. 

Требования к динамическим параметрам системы определим через за-
данную степень устойчивости, которая характеризует, с одной стороны, 
расположение собственных значений матрицы замкнутой системы в левой 
полуплоскости, а с другой стороны – затухание некоторой функции, харак-
теризующей обобщенное расстояние от интегральных кривых системы до 
начала координат фазового пространства. При этом необходимо обеспе-
чить требуемую степень устойчивости в условиях наличия параметриче-
ских возмущений. 

Будем считать, что система с параметрическим возмущениями роба-
стно стабилизируема, если для любого наперед заданного интервального 
числа α~  существует управление, при котором её решения ( )B,A,x,t,tx 00  
удовлетворяют неравенству 

( ) ( )[ ]0000 exp ttα~xM~B,A,x,t,tx −−≤ , ( ) ,x,t Λ∈∀  A~A∈∀ , B~B∈∀ ,              (3) 

где ( )[ ]0exp ttα~ −−  - интервальная функция, являющаяся естественным ин-
тервальным расширением вещественной функции ( )[ ]0exp ttα −− : 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ][ ]000 expexpexp ttα;ttαttα~ −−−−=−− , 

а { }hxtxt ≤≥=Λ ,0),( . 

Цель робастной стабилизации динамической системы может быть 
формализована следующим образом: в классе централизованных структур 
управления 

xK~u −= , nmK~ ×∈ IR  
синтезировать управление, при котором процессы в интервальной системе 
(1) удовлетворяют неравенству (3) при всех параметрических возмущениях 
из ограниченного множества: A~A∈∀ , B~B∈∀ . 

Методика синтеза. Сущность проблемы синтеза робастного управле-
ния состоит в не единственности отображения, задаваемого оператором 
дифференцирования в силу системы дифференциальных уравнений с не-
определенно заданной правой частью. Каждой фиксированной точке ( )θ,x  
Лагранжева расширения фазового пространства и числу, равному значе-
нию положительно определенной функции ( )θ,xV  в этой точке, соответст-

вует множество значений функционала )( txV
•

 на семействе траекторий tx , 
приходящих в эту точку. 
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Условием эффективного применения прямого метода Ляпунова к за-
дачам робастной устойчивости систем с интервальными коэффициентами 
является либо знание воронок { }tx  отрезков решений системы дифферен-
циальных уравнений, которые приходят в эту точку и отвечают эквива-
лентным начальным условиям, удовлетворяющим соотношению 

( ) εB,A,x,txt ≤00 , либо возможность построения оценок на основе исполь-

зования скалярно-оптимизационных функций множеств указанных воро-
нок [1]. 

Воспользовавшись центрированным представлением интервальных 
матриц A~  и B~  [2], преобразуем систему (1) к следующему виду: 

( ) ( ) ( ) 000 0 xx,uB~δBxA~δAx =+++=
•

,                                    (4) 
где nnAA ×∈= R~ med0 , mnBB ×∈= R~ med0  - матрицы медианных (номинальных) 
значений параметров исследуемой системы; 

[ ] [ ] nnAAAA ×∈+−=+−= IR~ rad1;1~ rad;~ rad~δ , [ ] [ ] mnBBBB ×∈+−=+−= IR~ rad1;1~ rad;~ rad~δ  - 
интервальные матрицы, характеризующие вариации параметров. 

Обозначим через ( )( )θxµ  воронку интегральных линий с вершиной в 
точке ( )θ,x , являющуюся множеством отрезков интегральных линий сис-
темы дифференциальных уравнений возмущенного движения (4), отве-
чающих условию: 

( )( )θxµ ( )( ) ( ){ }Tθ,LrθxVxt ≥≤= . 

Введем скалярно-оптимизационную функцию ( )xR  множества ( )( )θxµ , 
устанавливающую соответствие между множеством ( )( )θxµ  и точками чи-
словой оси 1

+R  

( ) ( ) ( ) ( )( )






 ∈=

•
θµ xtxxVxR sup .                                     (5) 

Таким образом, скалярно-оптимизационная функция ( )xR  определяется 

наибольшим значением функционала )( txV
•

 на ограниченном множестве 
интегральных кривых, вдоль которых функция ( )xV  убывает. 

Условие экспоненциальной устойчивости системы с параметрически-
ми возмущениями (4) при скалярно-оптимизационной функции ( )xR  (5) 
имеет вид 

( )xR ( )xVα~−≤                                                      (6) 

в области ( ) ( ) ( ) ( ){ }{ }LxxVLrxVltTtxt ≤=≤≤+≥≥=Θ sup0,, 0  с множеством 

интегральных воронок ( )( )θxµ . 
Класс стабилизирующих робастных регуляторов выделим на основе 

решения неравенства (6). В качестве кандидата на функцию Ляпунова 
возьмем интервальную функцию 
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( ) xP~xxV~ T= , 
которая является естественным интервальным расширением [2] вещест-
венной квадратичной формы 

( ) [ ] [ ]xPx;xPxV;VxV~ TT== . 
Здесь [ ] nnP;PP~ ×∈= IR  - симметричная положительно определенная интер-
вальная матрица (всякая P~P∈  - симметричная положительно определен-
ная матрица). 

Построим для функции ( )xV~  центрированную форму, отвечающую 
принятой математической модели системы с параметрическими возмуще-
ниями 

( )xV~ ( )xP~δPxxP~δxxPxV~δV TTT +=+=+= 000 ,                          (7) 
где nnPP ×∈= R~ med0  - матрица медианных значений квадратичной формы; 

[ ] [ ] nnPPPP ×∈+−=+−= IR~ rad1;1~ rad;~ rad~δ ,  - интервальная матрица, характери-
зующая вариации параметров. 

Используя понятие производной интервальной функции 

( ) ( ) ( )( )[ ] 0,/~~lim~ →−+=
•

llxVlxVxV , вычислим полную производную функции 
Ляпунова (7) в силу системы с параметрическими возмущениями (4) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) =+++=∂∂=
•••

xPPxxPPxdtdxxxVxV TTT ~~//~~
00 δδ  

( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( )uBBPPxxAAPPPPAAx TTT ~~2~~~~
000000 δδδδδδ ++++++++= . 

Тогда условие экспоненциальной устойчивости (6) для системы (4) 
определится неравенством 

{ ( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( )uBBPPxxAAPPPPAAxxR TTT δδδδδδ ++++++++= 000000
~2~~~~sup)(  

( )( ) } ( ) ( )xPPxxx T ~~
00 δαδαθµ ++−≤∈ ,                                         (8) 

где 1
0

~ med R∈= αα , [ ] ααδ ~ rad1;1~ +−= . 
Множество всех стабилизирующих управлений, которые удовлетво-

ряют неравенству (8), описывается соотношением 

( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )( )[ ][ ]













+++++

++

++
−= xPPPPAAx

BBPPx

xPPBB
u T

t

T
~~~~2

~~2

~~

00002

00

00 δαδαδδ
δδ

δδ ( )( )θµ xx∈ . (9) 

В соотношении (9) матрица 0P  удовлетворяет матричному уравнению 
Риккати, которое отвечает номинальной системе (2), 

000000000 =+−+ QPFPAPPAP o
T

αα ,                                     (10) 

где nα Iα,AA 000 50+= , n
T IBBF 210 000 += , 000 2 AAQ T= . 

Интервальная матрица P~δ , задаваемая множеством  
{ ( )( )( )( ) }0=+−+∈∃∈∃∈∃∈= × GPδPDδAδPδPδAδG~GD~DA~δAδPδP~δ α

T
ααα

nnR , 

определяет объединенное множество решений интервального матричного 
уравнения Риккати 
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0=+−+ G~P~δD~P~δA~δP~δP~δA~δ α

T
α

,                                     (11) 
Уравнение (11) порождается вариациями параметров системы (1). 

Здесь  
[ ]( ) nn

nn IAIAA ×∈++−=+= IRααδδ α
~ rad5,0~ rad1;1~5,0~~ , 

nn
n

TT IBBBBD ×∈−+= IR)2~~410(~
00 δδ ,  nnTT PB~δB~δPA~δA~δG~ ×∈−= IR)4( 00 . 

Множество регуляторов, обеспечивающих робастную устойчивость 
системы (4) с заданным показателем, определяется следующим выражением 

( ) ( ) ( )xK~δKxP~δPBxu T +−=+−= 000 ,                                       (12) 
где nmT PBK ×∈= R000 , nmT P~δBK~δ ×∈= IR0 . 

Свойства замкнутой системы. С учетом синтезированного управле-
ния динамика системы с параметрическими возмущениями описывается 
уравнением 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 00000 0 xx,xP~δPBB~δBA~δAx T =++−+=
•

.                               (13) 
Решения уравнения (13) при всех параметрических возмущениях ог-

раниченных множествами A~  и B~  удовлетворяют неравенству (3). Справед-
ливость высказанного утверждения доказывается в следующей теореме. 

Теорема.  Пусть: 
1) пара вещественных матриц [ ]( )BIA n

~ med,~ med5,0~ med α+  управляема, а 

пара [ ]( )nIAA α~ med5,0~ med,~ med2 +  наблюдаема; 

2) ранг матрицы ( ) 





=

−
BABABM

n ~ rad~ rad...~ rad~ rad~ rad
1

αα равен n: 

nM =rank , nα Iα~,A~A~ 50+= ; 
3) тестовая матрица n

T
α

T
αn IA~δA~δIW~ ⊗+⊗=  обратима, T

αn A~δI ⊗  - кроне-
керово или прямое произведение матриц nI  и [ ] )~ rad5,0~ (rad1;1~

nIAA αδ α ++−= . 
Тогда централизованное управление (12), где матрицы 0P  и P~δ  - ре-

шения матричных уравнений Риккати (10) и (11), обеспечивает робастную 
стабилизацию системы с параметрическими возмущениями (4), при этом 
замкнутая система имеет заданную степень устойчивости 

[ ] ααα ~ rad1;1~
0 +−+= . 
Доказательство теоремы. Условие 1 теоремы гарантирует существо-

вание единственного положительно определенного решения 0P  уравнения 
(10). Уравнение (11), используя метод Ньютона, можно свести к итераци-
онному процессу, на каждом шаге которого решается уравнение Ляпунова: 

( ) ( ) kkαkkk
T
α N~A~δP~δP~δA~δ −=+ ++ 11  

с матрицами ( ) kαkα P~δD~A~δA~δ −= , G~P~δD~P~δN~ kkk += . 
Выполнение условия 2 теоремы обеспечивает сходимость итерацион-

ного процесса решения уравнения Ляпунова  к решению уравнения Рикка-
ти (11), т.е. ∞→→ kPPk ,~~ δδ . 
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Решение интервальных уравнений Ляпунова на каждом шаге итера-
ционного процесса с использованием техники кронекерова произведения 
матриц может быть сведено к системе 2n  линейных уравнений [3] 

kkk N~P~δW~ colcol = , 
где kP~δcol , kN~col  - вектора, состоящие из столбцов матриц kP~δ  и kN~  соответ-
ственно. Данная система интервальных линейных алгебраических уравне-
ний разрешима при выполнении условия 3 теоремы. 

Таким образом, у системы (13) существует интервальная функция (7), 
удовлетворяющая всем требованиям, которые предъявляются к функциям 
Ляпунова. Вычислим, учитывая вид выбранной функции Ляпунова и син-
тезированного робастного управления, скалярно-оптимизационную функ-
цию (5) 

( ) { [ −−++−+−= 00000000000002sup PBB~δPA~δPAP~δP~δBBP~δA~δP~δPBBPAPxxR TTTT  
] ( )( ) }θxµxxP~δBB~δP~δPBB~δP~δPBBP~δP~δBB~δPP~δBBP TTTTT ∈−−−−− 00000000000 . 

С использованием оценок вида DxDxCxCxDxCx TTTTTT +≤  скалярно-
оптимизационная функция принимает вид 

( ) [ +−+++−≤ PBBPAPAAPPPBBPAPxxR TTTT ~~10~~2221022 000000000000 δδδδ  
]xP~δB~δB~δP~δPB~δB~δPP~δP~δ TT 242 00 −++ . 

Так как матрица 0P  - решение уравнения (10), а матрица P~δ  - решение 
уравнения (11), то скалярно-оптимизационная функция равна 

( ) ( )( ) ( ) ( )xVxPPxxPPxxR TT ~~~~~~
000 αδαδαδα −=+−=++−≤ .                   (14) 

Из выше сказанного следует, что у системы с параметрическими воз-
мущениями (4), замкнутой управлением (12), существует определенно по-
ложительная функция Ляпунова (7), допускающая бесконечно малый выс-
ший предел, такая, что скалярно-оптимизационная функция (5) определен-
но отрицательная. Для функции ( )xV~ , допускающей бесконечно малый 
высший предел, существуют определенно положительные функции, явно 
не зависящие от времени, такие, что справедливы неравенства 

( ) 22
2

22
1 xcxV~xc ≤≤ .                                      (15) 

Вид коэффициентов 212 ,i,ci = , может быть получен на основе двух-
сторонних оценок решения спектральной задачи  для симметричных ин-
тервальных матриц [4] 

( ) { } { }[ ]minminminminmin
2
1

~ med;~ med~~ ελελλ +−== PPPc ,                        (16) 
( ) { } { }[ ]maxmaxmaxmaxmax

2
2

~ med;~ med~~ ελελλ +−== PPPc .             (17) 
Здесь { }P~ medminλ , { }P~ medmaxλ  - минимальное и максимальное собственные 
числа матрицы P~ , а вектор невязки ε  вычисляется по формулам: 

2minmin ξε = , 
2maxmax ξε = , 

21

1

2

2

/n

iξξ 






= ∑ , iξξ col= , { }iii ξξξ ,max~ = . 
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Из неравенства (14) и определения скалярно-оптимизационной функ-
ции следует дифференциальное неравенство  

( ) ( )xVxV ~~~ α−≤
•

,                                                     (18) 
которому соответствует линейное уравнение сравнения  

yα~y −=
•

                                                           (19) 
с решением ( ) ( )[ ]0000 exp ttα~yy,t,ty −−= . Если ( ) 00 yxV~ = , то в силу уравнения 
сравнения (19) и неравенства (18) функция Ляпунова удовлетворяет соот-
ношению 

( ) ( ) ( )[ ]00
~exp~~ ttxVxV −−≤ α , 

а в силу неравенств (15) – (17) – соотношениям 
( ) ( )xVxP ~~~ 2

min ≤λ ,  ( ) ( ) 2

0max0
~~~ xPxV λ≤ . 

Из последних трех неравенств вытекает соотношение (3) с постоянной 
( ) ( )PPM ~~/~~~ 1/2

min
1/2
max λλ= , что свидетельствует об экспоненциальной устойчиво-

сти решений системы с параметрическими возмущениями и заданным по-
казателем робастной устойчивости. Последнее и завершает доказательство 
теоремы. 
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Введение. Для того чтобы построить систему управления движением 
летательного аппарата (ЛА) нужно решить три основные проблемы [11]. 
Первая проблема – это задача навигации. Система навигации обеспечивает 
систему управления необходимой информацией о параметрах движения 
ЛА. Вторая проблема – это задача наведения. Система наведения форми-
рует программную траекторию, необходимую для выполнения полетной 
миссии, будь то взлет или посадка, перехват, вывод полезной нагрузки ра-
кетой-носителем и др. Связующим звеном между этими двумя задачами 
является третья проблема – задача стабилизации движения. Система ста-
билизации летательного аппарата является основным потребителем ин-
формации, поставляемой навигационной системой, и главным исполните-
лем требований, диктуемых системой наведения. Задача стабилизации 
движения ЛА является предметом исследований данного доклада. 

Задача стабилизации движения ЛА состоит в том, чтобы компенсиро-
вать рассогласования между текущими и программными (опорными) па-
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раметрами движения ЛА на протяжении всего полета. Отсюда следует, что 
качество системы стабилизации напрямую определяет качество управле-
ния движением ЛА. 

В рамках данного доклада ограничимся рассмотрением задачи стаби-
лизации для конкретного класса ЛА, а именно для ракет-носителей (РН). 
При этом рассмотрим только атмосферный участок полета, так как он яв-
ляется наиболее сложным с точки зрения обеспечения стабилизации дви-
жения РН [1, 14]. 

Отметим, что современный подход к решению подобных задач был 
сформулирован еще в конце 50-х годов прошлого столетия. В СССР были 
созданы несколько научных школ, направленных на решение инженерных 
задач космонавтики и авиации с помощью инструментов теории автомати-
ческого управления, руководителями которых были М.В. Келдыш, 
Д.Е. Охоцимский, Т.М. Энеев, Б.Н. Петров [13], С.С Лавров., Р.Ф. Аппа-
зов, К.С. Колесников [7], В.Н. Сухов [8], Б.И. Рабинович [14], В.А. Бод-
нер [2] и др. В 60-х годах задача стабилизации ракеты-носителя Saturn V 
для программы Apollo (США) уже рассматривалась с позиций оптималь-
ного управления и оптимальной фильтрации [20, 23]. Эти работы нашли 
отражение в отечественной и зарубежной литературе того времени. Реше-
ние некоторых упрощенных постановок задачи стабилизации можно найти 
в литературе по математической теории оптимального управления [3, 10, 17]. 

В современной литературе задача стабилизации РН остается актуаль-
ной проблемой, для решения которой используют как классические час-
тотные и корневые методы [1, 6, 22], так и методы оптимального управле-
ния, основанные на принципе максимума [10] и методе динамического 
программирования [9]. 

Необходимо отметить, что большинство существующих подходов к 
решению задач оптимальной стабилизации РН в условиях неопределенно-
сти базируются на аппарате стохастического моделирования, при приме-
нении которого требуется информация о вероятностных характеристиках 
основных параметров модели управляемого объекта и выполнение специ-
альных условий для реализации рассматриваемого процесса [18]. Также 
отметим, что для использования аппарата стохастического моделирования, 
как правило, необходимо выполнение очень жестких требований, которые 
на практике зачастую оказываются невыполнимыми. 

В данном докладе описывается применение детерминированного под-
хода к решению задачи стабилизации движения РН [10, 15, 17, 19, 21]. В 
работе представлены основные этапы формирования дискретной динами-
ческой модели упругой РН, соответствующей исходной нелинейной диф-
ференциальной системе; формулируется постановка задачи оптимального 
управления стабилизацией движения РН, где в качества критерия качества 
выступает терминальный функционал с жесткими ограничениями на фазо-
вые координаты объекта. 
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Описание динамической системы. При решении задачи стабилиза-
ции РН, одним из ключевых этапов является формирование модели объек-
та управления. Известно, что движение любого летательного аппарата в 
пространстве можно описать с помощью динамических и кинематических 
уравнений движений, а также вспомогательных соотношений (уравнений 
связи между различными системами координат, соотношений между угла-
ми, явных выражений для проекций сил, моментов и т.п.) [1, 12, 14]. Со-
вместно эти группы уравнений составляют систему дифференциальных 
динамических уравнений пространственного движения РН. 

Запишем первые две группы уравнений векторной форме 

( ) a к упр

упрк

,

,

r

P a

d
m m

dt
d

dt

+ = + + +

+

× + +

× = + + +

V
ω V G P R F F F

L
ω L M M M M

 

где m – масса РН; V – вектор линейной скорости центра масс ракеты; 
ω – вектор угловой скорости вращения ракеты вокруг центра масс;  
L  – вектор кинетического момента ракеты как твердого тела; G – сила тя-
жести; P и MP –вектор полной тяги и момент тяги двигателей относитель-
но центра масс ракеты; RA и MA – векторы полной аэродинамической силы 
и полного аэродинамического момента; Fк и M к – главный вектор и глав-
ный момент кориолисовых сил, возникающих при вращении ракеты вокруг 
центра масс и движения топлива и газов относительно корпуса; Fr– сила, 
обусловленная перемещением центра масс ракеты относительно ее корпу-
са; Fупр и M упр – главный вектор и главный момент управляющих сил. 

Данное описание движения РН, будучи нелинейным, является до-
вольно сложным при решении задачи стабилизации движения, поэтому 
обычно эти уравнения подвергают процедуре линеаризации относительно 
заданной опорной траектории [1, 12, 14]. Сама процедура линеаризации 
заключается в том, чтобы разбить движение объекта на две составляющие: 
невозмущенное движение (движение при номинальных значениях пара-
метров РН и стандартных значениях параметров атмосферы) и возмущен-
ное движение (движение при фактических значениях параметров РН). По-
лученная таким образом линейная дифференциальная модель называется 
моделью возмущенного движения РН вдоль опорной траектории [1, 7, 8, 14]. 

Представление модели РН в виде системы линейных дифференциаль-
ных уравнений во многом определяется тем, что изначально при баллисти-
ческих расчетах (т.е. на этапе формирования опорной траектории) РН рас-
сматривается как жесткое твердое тело переменной массы. В возмущенном 
движении, носящем характер короткопериодических колебаний, появляет-
ся необходимость учитывать подвижность жидкости в баках и упругость 
конструкции РН, что порождает целый комплекс специфических проблем, 
связанных с математическим описанием РН как объекта управления. 
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Линеаризованную модель возмущенного движения ракеты-носителя 
можно представить в виде системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений в векторно-матричной форме Коши: 

 
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

,

( ) ( ) ( ) ( ), [ ],f

x t A t x t B t u t G t t

y t C t x t t t t t

ω
ν

= + +
= + ∈

&
                               (6) 

где ( )x t  – вектор состояния системы (фазовый вектор), ( ) nx t ∈�  (здесь и 

далее n
�  – евклидово пространство векторов-столбцов); ( )u t  – вектор 

управляющих воздействий (вектор управления), ( ) pu t ∈� ; ( )tω  – вектор 

возмущающих воздействий (вектор возмущений), ( ) rtω ∈� ; ( )y t  – инфор-

мационный вектор, ( ) my t ∈� ; ( )tν  – вектор погрешности измерений, 

( ) mtν ∈� ; ( )A t  – матрица состояния системы, ( ) n nA t ×∈� ; ( )B t  – матрица 

управления, ( ) n pB t ×∈� ; ( )G t  – матрица возмущений, ;( ) n rG t ×∈�  
( )C t  – матрица информационного сигнала, ( ) m nC t ×∈� . 

В этом виде, в качестве параметров состояния системы выступают от-
клонения кинематических параметров движения исходной динамической 
модели от значений опорной траектории объекта. Сам процесс формиро-
вания математической модели возмущенного движения РН в виде (6) дос-
таточно полно раскрыт в работе [5]. 

Поскольку все современные системы управления ЛА являются циф-
ровыми, то целесообразно в качестве допустимых управлений рассматри-
вать класс кусочно-постоянных функций. В связи с этим, предлагается 
преобразовать непрерывную дифференциальную модель возмущенного 
движения РН вида (6) к линейной дискретной многошаговой модели. Про-
цесс дискретизации линейной дифференциальной системы вида (6) изло-
жен в работе [4]. 

Тогда, рассмотрим на целочисленном промежутке времени 

0, 1 {0,1,..., }t T T∈ − =  систему, динамика которой описывается системой 
дискретных   рекуррентных уравнений в векторно-матричной форме Коши: 

 
(( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( )

)

( ), 0, 1.

tx t A t x t B t u t G t

y t C t x t t t T

ω
ν ∈

= + +

= −

+

+
                             (7) 

Для постановки задачи стабилизации примем ряд предположений:  
1) будем полагать, что все компоненты фазового вектора ( )x t  рас-

сматриваемой динамической системы измеряются с заданной точностью и 
известны субъекту управления; 

2) для рассматриваемой в работе задачи оптимального управления не 
будем учитывать оказываемые на систему возмущения ( )tω . 
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Тогда для описания рассматриваемого процесса стабилизации движе-
ния РН будем рассматривать упрощенную модель (7), учитывающую толь-
ко динамику фазового вектора объекта при отсутствии возмущений, а 
именно: 

 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 0, 1.),x t A t x t B Tt u t t+ = + ∈ −   (8) 
Пусть начальное состояние системы (8) и управление удовлетворяют 

следующим геометрическим ограничениям: 
 0 (0)(0) ,nx x ∈ ⊂= X �                                       (9) 

 ( ) 0, 1) , ,( ptu t t T∈ ⊂ ∀ ∈ −P �                            (10) 
где (0)X  и ( )tP  – выпуклые, замкнутые и ограниченные многогранники с 

конечным числом вершин соответственно в пространствах n
�  и p

� . 
Учитывая, что в процессе движения РН проходит характерные участ-

ки полета вдоль опорной траектории, зададим жесткие геометрические ог-
раничения на реализации фазового вектора вида: 

 )( ,) ( 1 ,ntx t Tt ∈ ⊂ ∀ ∈M �                                   (11) 
где ( )tM  – выпуклый, замкнутый и ограниченный многогранник с конеч-

ным числом вершин в пространстве n
� . 

Таким образом, в процессе управления движением РН, по мере про-
хождения вдоль опорных участков траектории значения фазового вектора 
не должны выходить за границы области фазового пространства, описы-
ваемой (11). 

Таким образом, в результате выполненных преобразований и упроще-
ний, задачу стабилизации РН можно рассматривать как задачу управления 
процессом стабилизации линейной дискретной динамической системы, для 
которой ограничения на вектор состояния и вектор управления имеют вид 
выпуклых, замкнутых и ограниченных многогранников (с конечным чис-
лом вершин) в соответствующих конечномерных векторных пространствах. 

Критерий качества системы стабилизации движения. Учитывая, 
что качество системы стабилизации движения РН напрямую характеризу-
ется значениями рассогласований между опорными и текущими парамет-
рами движения РН. Тогда для оценки качества процесса стабилизации РН 
рассмотрим функционал ( 1) 1: ,n p TJ × −× →� � �  значения которого для каж-
дой допустимой пары 

( ) ( 1)
0 0 (, ( ) , 0),n p Tx u x× −⋅ ∈ × ∈ X� �

{ } ( 1)

0, 1
( ) ( ) ( ) 0( , ,, ) 1p T

t T
u u t u tt t T× −

∈ −
⋅ = ∈ ∈ ∀ ∈ −P�

 
определяются по формуле: 

 ( ) �
0, ( ) ( ) ( ( )),

n
J x u Qx T xJ T= =⋅                               (12) 
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где ( )00, ,( , )) ; ( nx xx T uT T= ⋅ ∈�  – есть фазовый вектор системы (8), соот-

ветствующий сечению траектории движения РН в финальный момент вре-
мени T ; Q  – неотрицательно определенная матрица весовых коэффициен-

тов размера ( )n n× ; 
n

⋅  – евклидова норма в пространстве n
� ; � 1: nJ →� �  

– выпуклый функционал, значения которого определяются согласно (12). 
Выбор функционала такого вида оправдан тем, что:  
• на сегодняшний день, для решения задач оптимального управления с 

терминальным функционалом можно разрабатывать достаточно эффектив-
ные численные методы их решения; 

• необходимо обеспечить наиболее подходящие условия для реализа-
ции разделения первой и второй ступеней РН. 

Постановка задачи оптимальной стабилизации движения. На ос-
новании сделанных преобразований и предположений, задачу стабилиза-
ции движения РН можно формализовать как задачу оптимизации про-
граммного терминального управления дискретной динамической системой 
(8) при наличии фазовых ограничений вида (9) и (11), которая формулиру-
ется следующим образом. 

Для дискретной динамической управляемой системы вида (8) – (11) 
требуется найти такое допустимое программное управление 

 { }( ) ( ) ( 1) ( )

0, 1
( )( ) 0, 1: ( ),, ( )e e p T e

t T
u t T tu t u t× −

∈ −
⋅ = ∈ ∀ ∈ − ∈P�            (13) 

чтобы для соответствующей траектории 

{ } ( ){ }( ) ( ) ( ) ( )
00, 0,

( ) ( ) ; , ( ) , ( )0, , 0, : ( ),e e e e

t T t T
x x t x t u tt T txT x

∈ ∈
∀= ⋅ ∈ ∈=⋅ M  

функционал (12) принимал наименьшее возможное значение, т.е. выпол-
нялось следующее условие оптимальности: 
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Здесь ( )( ) ;0, , (0), ( )x T x T T x u= ⋅  – сечение движения системы (8) в фи-

нальный момент времени T, соответствующее допустимой паре 

( ) �(0), ( ) (0) ( )X Px u ⋅ ∈ × ⋅ ; � ( )P ⋅  – множество всех допустимых программных 

управлений ( )u ⋅  на промежутке времени 0, 1T − ; ( )( ) 0, (0),G XM T+  – обоб-

щенная область достижимости финальных фазовых состояний ( )x T  систе-
мы (8), которая определяется соотношением [10, 15]: 
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             (14) 

где пара ( )0, (0)X  является множеством всех допустимых начальных пози-

ций системы. 
Область достижимости, определяемую в виде (14), можно рассматри-

вать, как естественное обобщение понятия решения дискретных рекур-
рентных уравнений (8), являющееся фундаментальной характеристикой 
рассматриваемой управляемой системы [17]. 

Учитывая линейность дискретной динамической системы (8) и сде-
ланные предположения относительно множеств (0)X , ( )tM  и ( )tP , можно 

показать, что справедливы следующие свойства [19]: 
1) область достижимости ( )( ) 0, (0),G XM t+  является выпуклым, замкну-

тым и ограниченным многогранником с конечным числом вершин в про-

странстве n
�  для каждого момента времени 0,t T∈ ; 

2) рекуррентное (полугрупповое) свойство областей достижимости: 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )0, (0), , 0, (0), , ,G X G G XM M MT t t T+ + +=  

где ( )( ) 0, (0),G XM t+  – область достижимости на момент времени 1, 1t T∈ − , 

соответствующая паре ( )0, (0)X . 

На основе полугруппового свойства областей достижимости и алгеб-
раических свойств дискретной динамической системы (8) – (11), в работах 
[15, 19] разработан общий алгебраический рекуррентный метод построе-
ния областей достижимости для таких систем. Согласно этому методу, по-
строение области достижимости ( ) (0, (0), )G XM T+  сводится к реализации по-

строения последовательности одношаговых областей достижимости: 

 ( )( ) ( ), ( ), 1 , 1, 1,G GM t t t t T+ + + ∈ −                              (15) 

где ( )( ) ( )( ) 0, (0),G G XM Mt t+ +=  – область достижимости на момент времени t, 

соответствующая паре ( )0, (0)X , которая является выпуклым, замкнутым и 

ограниченным многогранником с конечным числом вершин в пространст-

ве n
� . 

В работах [15, 19] для построения последовательности (15) за основу 
взято как описание множества всех вершин каждой из одношаговых облас-
тей достижимости (15), так и их опорных гиперплоскостей [16]. Приведен-
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ный в этих работах общий рекуррентный алгебраический метод сводит 
решение задачи нахождения всех вершин области достижимости (14) к ал-
гебраическим операциям и решению конечного числа задач линейного ма-
тематического программирования. 

Таким образом, согласно [10, 15, 19] общую схему решения рассмат-
риваемой задачи нахождения оптимального программного управления, 
стабилизирующего движение РН на рассматриваемом участке полета, 
можно представить в виде решения следующих подзадач: 

1) построения области достижимости ( )( ) 0, (0),G XM T+  финальных  фа-
зовых состояний динамической системы (8) – (11) (решается с помощью 
реализации прямой конструкции); 

2) минимизации выпуклого функционала � ( )( )J x T  на множестве 

( )( ) 0, (0),G XM T+ (сводится к решению задачи выпуклого математического 
программирования); 

3) нахождения множества всех пар ( ) �( ) ( )(0), ( ) (0) ( )X Pe ex u ⋅ ∈ × ⋅ , удовле-

творяющих условию оптимальности (12), т.е. являющихся решением рас-
сматриваемой задачи оптимальной стабилизации движения (решается с 
помощью реализации обратной конструкции). 

Заключение. В данной работе рассмотрено преобразование исходной 
дифференциальной системы, описывающей движение РН на атмосферном 
участке полета, к соответствующей ей линейной дискретной динамической 
системе. В рамках сформированной многошаговой модели, принятых ог-
раничений и предположений, формулируется соответствующая исходной 
задаче стабилизации движения РН, задача оптимального программного 
терминального управления при наличии фазовых ограничений. Для данной 
задачи описывается общая схема ее решения, на основе которой разрабо-
таны численный алгоритм и компьютерная программная система модели-
рования решений. В докладе приведены результаты и анализ численных 
расчетов для модельных примеров. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 
№ 15-01-02368). 
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Введение. На большинстве современных объектов ракетно-косми-
ческой техники, оснащенных жидкостными реактивными двигателями, 
решаются четыре основные задачи управления: наведения, навигации, ста-
билизации и управления расходом топлива.  

Задача управления расходом топлива жидкостной ракеты-носителя 
(РН) заключается в синхронном и полном опорожнении топливных баков 
окислителя и горючего к заданному моменту времени. Таким образом, за-
дачу управления расходом топлива РН можно отнести к классу задач тер-
минального управления. Критерием качества в терминальной постановке 
задачи будет отклонение основных координат состояния (массовый расход 
топлива и масса топлива в баке) от желаемых значений в конечный момент 
времени.  

За последние 40 лет решению задачи терминального управления рас-
ходом топлива посвящено большое количество литературы. Основопола-
гающей в этом направлении является работа Б.Н. Петрова [2], в которой 
намечены пути решения задачи терминального управления расходом топ-
лива РН. Результаты продолжительного исследования данной проблемы 
резюмируются в достаточно недавней работе [1]. 

В настоящее время достаточно хорошо изучены задачи оптимизации 
терминального управления динамическими системами, в которых счита-
ются известными вероятностные характеристики априори неопределенных 
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параметров. Однако в реальных условиях, для сложных объектов ракетно-
космической техники, часто оказывается невозможным провести большое 
количество испытаний. В связи с этим информация о вероятностных ха-
рактеристиках априори неопределенных параметров может отсутствовать 
или быть недостоверной [5, 6]. Это обстоятельство мотивирует разработ-
чика алгоритмов управления рассматривать неопределенность параметров 
в качестве ограниченного множества их возможных значений. 

В работе [8] для решения задачи терминального управления расходом 
топлива РН описывается формирование линейной дискретной модели объ-
екта управления, причем [3] ограничения на неопределенное начальное со-
стояние и управляющее воздействие имеют вид выпуклых, замкнутых и 
ограниченных многогранников (с конечным числом вершин) в соответст-
вующих конечномерных векторных пространствах.  

Данная работа посвящена решению задачи оптимизации программно-
го терминального управления расходом топлива РН. Для решения этой за-
дачи требуется знание областей достижимости рассматриваемой динами-
ческой системы, поэтому мы используем изложенный в работах [5, 7] об-
щий рекуррентный алгебраический алгоритм построения областей дости-
жимости линейных дискретных динамических систем. 

Математическая модель объекта управления. Рассматривается ли-
нейная дискретная модель совокупности двигательной установки первой 
ступени РН и топливных баков. Управление расходом топлива осуществ-
ляется при помощи исполнительных органов – дросселей, регулирующих 
массовый расход топлива в баках. Движение рассматривается на заданном 
целочисленном промежутке времени 0, {0, 1 , , }T T= K , ( 0)T > , где T  – ко-
личество измерительных точек датчиков уровней окислителя и горючего. 

Массовые расходы окислителя и горючего представлены в виде ре-
куррентных соотношений: 
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где 0, 1t T∈ − ; ,α β  – некоторые коэффициенты эффективности работы 
дросселя; ( )u t  – управляющее воздействие; ,nom nom

o fm m& & – номинальные (рас-

четные) значения массовых расходов окислителя и горючего; mK∆  – по-

грешность начальной выставки дросселей на номинальное значение.  
Дискретные уравнения, позволяющие определить значения текущей 

массы компонентов топлива в топливных баках, имеют вид: 
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где 0, 1t T∈ − ; T∆  – расчетное значение времени между двумя соседними 
измерениями уровней топлива в баках; ,fill fill

o fM M  – номинальные массы ра-

бочего запаса окислителя и горючего; , foM M∆ ∆  – погрешность заправки 

топливных баков.  
Уравнения движения объекта (16), (17) могут быть записаны в виде 

рекуррентного векторно-матричного уравнения: 
 0( 1) ( ) ( ) ( ) ( ), (0)x t A t x t B t u t x x+ = + = ,                             (18) 

где ( )x t  – фазовый вектор системы, 4( )x t ∈�  (здесь и далее, n
�  – n-мерное 

векторное пространство векторов-столбцов); 0(0)x x= – заданное начальное 
значение фазового вектора;  ( )u t  – управляющее воздействие, 1( )u t ∈� ;  

( )A t  – матрица состояния системы, 4 4( )A t ×∈� ; предполагается, что для всех 
0, 1t T∈ −  для матрицы 4 4( )A t ×∈�  существует обратная ей матрица 

4 41( )A t ×− ∈� ; ( )B t  – матрица управления, 4 1( )B t ×∈� ; t  – дискретный момент 
времени, 0, 1t T∈ − . 

Предполагается, что начальное фазовое состояние системы 0(0)x x=  
фиксировано и в силу (16), (17) стеснено заданным геометрическим огра-
ничением:  

  4(0)(0) .x ∈ ⊂X �   (19) 

а управляющее воздействие стеснено следующим геометрическим ограни-
чением: 

 { }1( ) ( ) : ( ) ,( ) ( ) ( )t u t u t u u t uu tt ∗ ∗∈ = ∈ − ≤ ∆U � ,                (19) 

где ( ) ( ), 0, 1u u t t T∗ ∗⋅ = ∈ −  – заданная опорная функция целочисленного аргу-
мента (заданное опорное программное управление); u const∗∆ = .   

Рассматриваемый процесс управления оценивается значением функ-
ционала 4 1 ( 1) 1: T× −Φ × →R R R , определенного на возможных реализациях фа-
зового вектора 4( )x T ∈�  объекта (18) в финальный (терминальный) момент 
времени T , имеющего вид: 

 
4

( ( )) ( ) dx T x T x= −ΦΦΦΦ ,                                  (20) 

где { }( ) 4
0 0, 1

( ) ;0, , , ( )
t T

x T x T T x u t
∈ −

= ∈�  – финальное фазовое состояние систе-

мы (18), соответствующее паре { }0 00, 1
( , ( ) )) ( , ( )

t T
x u t x u

∈ −
⋅= ; dx  – вектор, опре-

деляющий желаемое финальное фазовое состояние системы (18), 4
dx ∈� ; 

4
·  – евклидова норма в пространстве 4

� . 

Постановка задачи оптимального программного терминального 
управления. Пусть динамика двигательной установки первой ступени РН 
описывается дискретной линейной рекуррентной управляемой системой 
вида (18). Предполагается, что начальное значение фазового вектора сис-
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темы фиксировано, т.е. 0(0)x x= – задано и удовлетворяет ограничению (4), 
а управляющее воздействие стеснено геометрическим ограничением вида  
(19). Качество рассматриваемого процесса управления оценивается терми-
нальным функционалом вида (20). Тогда требуется найти такое допусти-
мое программное управление: 

              { }( ) ( ) 1 1 ( )

1, 1
( ( )·) 1, 1 ( ), : ( )e e T e

t T
tu tuT ttu × −

∈ −
= ∈ ∀ ∈ − ∈U� ,             (21) 

которое переведет систему (18) за время T  из начального фазового состоя-
ния 0(0)x x=  в такое финальное состояние 

{ }( )( ) ( ) 4
0 1, 1

( ) ;0, , , ( )e e

t T
x T x T T x u t

∈ −
= ∈� , на котором функционал (20) будет при-

нимать наименьшее значение. 
Решение поставленной задачи предполагает использование областей 

достижимости приведенной линейной дискретной динамической системы 
вида (3) – (5).  

Общий алгебраический рекуррентный метод построения областей 
достижимости. В данной работе для построения областей достижимости 
линейной дискретной динамической системы вида (3) – (5) будем исполь-
зовать общий алгебраический рекуррентный метод [5,7]. В работе [5] было 
показано, что точная область достижимости ( )( ) 40, (0),x t+ ⊂G � , т.е. множе-
ство всех допустимых фазовых состояний ( )x t , линейной дискретной ди-
намической системы (3) – (5), для всех 1,t T∈   представляет собой выпук-
лый, замкнутый и ограниченный многогранник с конечным числом вер-
шин в пространстве 4

� . Также для такой области достижимости справед-
ливо эволюционное (полугрупповое) свойство: 

( ) ( )( ) ( )0, (0), 1 , ( ), 1 , 1, 1x t t t t t T+ ++ = + ∀ ∈ −G G X , 
где ( )( )( ) 0, (0),t x t+=X G  – область достижимости на момент времени t, соот-
ветствующая паре ( )0, (0)x  и являющаяся выпуклым, замкнутым и ограни-

ченным многогранником с конечным числом вершин в 4
� . 

Таким образом, задача отыскания множества ( )( ) 0, (0),x T+G  сводится к 
реализации построения рекуррентной последовательности одношаговых 
областей достижимости: 

( )(+)( 1) , ( ), 1 , 0, 1t t t t t T+ = + ∈ −X G X  
Известно [5, 9], что область достижимости линейной дискретной ди-

намической системы, являющаяся выпуклым, замкнутым и ограниченным 
многогранником с конечным числом вершин, может быть описана через 
множество всех его вершин или с помощью соответствующей конечной 
системы линейных алгебраических неравенств и уравнений.  

Далее изложим подход к решению задачи построения одношаговых 
областей достижимости, опираясь на общий алгебраический рекуррентный 
алгоритм [5,7]. 
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Множество допустимых фазовых состояний ( 1)x t +   рассматриваемой 
управляемой системы (18), содержащее все вершины области достижимо-
сти ( )( ) , ( ), 1t t t+ +G X  на момент времени 0, 1( 1), t Tt ∈+ −  соответствующей па-

ре ( ) 4

0,, ( ) 1 2Tt t ∈ − ×X � , где ( )( )( ) 0, (0),t x t+=X G  – выпуклый, замкнутый и ог-

раниченный многогранник с конечным числом вершин в 4
� , определим 

согласно следующему алгоритму. 
Шаг 1. Формируем множество ( )( )n tΓ X  всех вершин многогранника 

( )tX . 

Шаг 2. Формируем множество ( )( )u tΓ U  всех вершин многогранника 

( )tU . 
Шаг 3. Определяем множества:  
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здесь ( )ˆ ( 1)t+ +G  – сумма Минковского множеств ˆ ( 1)t +X  и ˆ ( 1)t +Y , являющая-
ся множеством точек области достижимости, содержащим также внутрен-
ние (избыточные) точки. 

Шаг 4. Для сформированного множества точек 

{ } ( )( ) ( ) ( )

1,
ˆ ˆ( 1) ( 1) , ( ), 1 ,

i

i

m
t v t t t t m+ +

∈
+ = + ⊂ + ∈G G X � , 

определяем все его вершины ( ) { }( ) ( )

1,
( 1) ( 1) ,

i

i
n k

t v t+

∈
+ = +Γ G  ,k km ∈�� . 

Поскольку, согласно [5], справедливо соотношение: 

( ) ( )( ) ( )ˆ ( 1) ,co ( ), 1 (n ,v 1)t t t t t+ ++ + == +G G X X  

то вершины множества ( )ˆ ( 1)t+ +G  будут описывать множество достижимо-
сти линейной дискретной динамической системы в момент времени ( 1)t + , 
являющейся выпуклым, замкнутым и ограниченным многогранником в 

4
� . 

В работе [5] было показано, что задача поиска всех вершин множества 
( )ˆ ( 1)t+ +G  сводится к решению m задач линейного математического про-

граммирования (ЛМП). Учитывая это, формулируется следующая оптими-
зационная задача. 

Для фиксированного 1,i m∈  и набора переменных 1, ,, ,j ij m j iλ λ∈ ≠ ∈�  

требуется решить следующую задачу ЛМП: 
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( ) ( )

min (max);

ˆ ˆ: ( 1) ( 1),

1, 0.

j
j

j i
j

j

j j
j
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f
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λ

λ λ
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∑

∑

∑ �

 

Целевая функция, вообще говоря, может иметь любой вид, поскольку 
при решении задачи ЛМП нас интересует только наличие или отсутствие 
базисного допустимого решения. Из свойств системы ограничений задачи 
ЛМП следует, что, если она совместна, то есть базисное допустимое реше-
ние существует, то точка, соответствующая вектору ( )ˆ ( 1)iv t +  не является 

вершиной многогранника ( )( ) ( 1)ˆconv t+ +G , поскольку ее можно представить 

как выпуклую комбинацию других точек. В противном случае, рассматри-
ваемая точка является вершиной области достижимости. 

В результате, решив m задач ЛМП, найдем весь набор вершин 
( )( )n tΓ X , который и будет являться множеством всех вершин области дос-

тижимости ( )( )( 1) , ( ), 1t t t t++ = +X G X  линейной дискретной динамической 

системы (18) – (19) на момент времени ( 1)t + . 
Когда область достижимости построена, можно рассмотреть решение 

сформулированной задачи оптимизации программного терминального 
управления системой (18) – (19), описывающей динамику расхода топлива 
РН. 

Оптимизация программного управления. В этом разделе, на осно-
вании работ [5, 7], приведем общую схему решения сформулированной за-
дачи оптимального программного терминального управления для дискрет-
ной динамической системы (18) – (19). 

Зафиксируем промежуток времени 0,T  и для любого фиксированного 
набора ( ) { } 4

, ( ) 2T T T∈ ×X �  (здесь и далее для любого множества X  символом 
X2  будем обозначать множество всех подмножеств множества X ) опреде-

лим в силу (18) – (19) следующие множества: 

  
( ) { }{

[ ] }
( ) 4

1

, ( ), ( ): ( ) , , 1, ,1,0 ,

( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) , ( ) ( ), ( 1) ( 1) ;

T T t x t x t t T T

x t A t x t B t u t x T T u t t

−

−

= ∈ ∀ ∈ −

− = − − − − ∈ − ∈ −

G X

X U

� L
 (8) 

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0, ( ), 0, (0), , ( ),e t x t T T tτ + −=X X G G XI , 1, 1t T∈ − . (9) 

Здесь множество ( )( ) 0, (0),x t+G  есть прямая область достижимости 

возможных состояний фазового вектора системы (18) – (19) на момент 
времени t , отвечающая набору ( ) ( )00, (0) = 0,x x , а ( )( ) , ( ),T T t−G X  есть обратная 
область достижимости возможных состояний фазового вектора рассматри-
ваемой системы на момент времени t , отвечающая набору ( ), ( )T TX  [5, 7]. 
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На основании сделанных построений и результатов работ [5, 7], мож-
но показать, что решение сформулированной задачи оптимального про-
граммного терминального управления можно свести к решению следую-
щей последовательности подзадач: 

1) построения прямой области достижимости ( ) 4( ) 0, (0), 2x T+ ∈G �  (реша-
ется с помощью общего алгебраического рекуррентного метода (прямая 
рекуррентная конструкция); 

2) оптимизации выпуклого функционала ( ) ( )
4

( ) , ( ) dx T c x T x= = −Φ ΦΦ ΦΦ ΦΦ Φ  на 

множестве ( ) 4( )( )= 0, (0), 2T x T+ ∈X G � , а именно, определения множества 
( ) 4( )e T ⊂ФX �  финальных фазовых состояний рассматриваемой системы из 

решения следующей задачи выпуклого математического программирова-
ния (ВМП):  

  

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) (0, (0)

( ) ( ( )

,

)

4

4
)

( ) 0, (0), ( ):

( )

min (

( ) , ( ) ( )

)

0

{

}

e e e

e e e
d

d
x T x T

e

T x T x T

x T x ,T , x T x

x T x

x Tτ

+∈

+ −

=

= =

= =

−

∈ =
Ф Ф

G

X X

G Ф Ф  (10) 

(сводится к решению задачи ВМП, например, с помощью метода Зой-
тендейка (см., например, в [7])); 

3) построения последовательности обратных областей достижимости 
( ) 4( ) , ( ), 2T T t− ∈G X � , { }1, 2, ,1,0t T T∈ − − K , где ( ) 4( )( )= 0, (0), 2T x T+ ∈X G �  (решается 

с помощью общего алгебраического рекуррентного метода (обратная ре-
куррентная конструкция); 

4) построения следующей последовательности множеств: 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, ( ), 0, (0), , ( ),e e eT t x t T T t+ −=Ф ФX X G G X

)
I , 1, 1t T∈ −  

  ( ) { } ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0, ( ),0 = (0) ; , ( ), = ( )e e ee eT x T T TФ Ф ФX X X X X
) )

; (11) 

(решается с помощью модификации общего алгебраического рекуррентно-
го метода, т.е. сведения к реализации решения конечной последовательно-
сти задач ЛМП [7]); 

5) решения на промежутке 0,T  двухточечных краевых задач для ди-
намической рекуррентной системы (18) – (19) при краевых условиях 

0(0)x x=  и ( )( ) ( )ex T x T= ∈ ( ) ( )e TФX , т.е. нахождения следующего множества оп-
тимальных программных управлений: 

  
( ) {

( ) }
( ) ( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0,T, , ( ) ( ): 0, 1, ( ) ( )

( +1) ( ) ( ) ( ) ( ) 0, ( ), , (0)= ( )

e e e e

e e e e e e e

x T u t T u t t

x t A t x t B t u t T t x x T

= ⋅ ∀ ∈ − ∈

= + ∈ ∈

Ф

Ф Ф

U X U

X X X
)  (12) 

(решается с помощью сочетания обратной и прямой рекуррентных конст-
рукций). 
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Из результатов работ [5, 7] следует, что сформированное множество 

допустимых программных управлений ( )( )( )
00,T, , ( )ee x TФU X  есть множество 

всех допустимых программных управлений, являющихся решением рас-
сматриваемой задачи оптимального терминального управления. 

Заключение. В работе приведено описание линейной дискретной ди-
намической системы, отражающей динамику расхода топлива первых сту-
пеней жидкостных РН. Задача терминального управления расходом топли-
ва сформулирована как задача оптимального терминального управления 
линейной дискретной динамической системой. Основной вклад данной ра-
боты заключается в описании общей схемы решения задачи оптимизации 
программного терминального управления расходом топлива РН. Решение 
исходной многошаговой оптимизационной задачи находится путем реали-
зации конечной последовательности только одношаговых задач ЛМП, 
ВМП и конечной дискретной оптимизации. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 
№ 15-01-02368). 
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АЛГОРИТМ АНАЛИЗА КРИТЕРИЕВ ДАННЫХ СНС  
ДЛЯ ОБЕСПЕЧЕНИЯ АВТОМАТИЧЕСКОЙ НАЧАЛЬНОЙ  

ВЫСТАВКИ ИНЕРЦИАЛЬНОЙ НАВИГАЦИОННОЙ СИСТЕМЫ  
С ЗАДАННОЙ ТОЧНОСТЬЮ ДЛЯ БЛА 

Е.А. Шулюмов , А.А. Бусыгин , А.Г. Абзалов  (КНИТУ-КАИ, Казань),  
e-mail: eshulyumov@gmail.com 

ALGORITHM FOR ANALYSIS OF THE SNS DATA CRITERIA FOR  
PROVIDING AN AUTOMATIC INITIAL EXHIBITION OF AN INE R-

TIAL NAVIGATION SYSTEM WITH A SPECIFIED ACCURACY FO R 
UFV 

E.A. Shulumov , A.A. Busygin , A.G. Abzalov  
 
Авиация в последние годы становится все в большей степени беспи-

лотной. Беспилотные летательные аппараты (БПЛА) постепенно становят-
ся главной продукцией многих авиационных фирм. Появляется большое 
количество разработчиков и производителей БПЛА, занимающихся ис-
ключительно беспилотными аппаратами и системами. Это происходит по 
ряду причин. Сами БПЛА, как правило, гораздо дешевле пилотируемых 
самолетов и вертолетов. Дешевле, чем подготовка летчика, обходится и 
подготовка оператора беспилотной системы. Отсутствие пилота позволяет 
исключить бортовые системы жизнеобеспечения, уменьшить массу и габа-
риты БПЛА, а также увеличить диапазон допустимых перегрузок и 
влияющих факторов. Большое значение имеет и фактор безопасности – по-
тери беспилотных аппаратов не ведут к потере пилотов. 

Диапазон существующих и разрабатываемых аппаратов очень широк: 
от микро- и мини-БПЛА до тяжелых многотонных аппаратов, а также 
БПЛА, способных выполнять сверхдальние и сверхвысотные полеты. На-
значение современных БПЛА не ограничивается только военной областью. 
Стремительно расширяется и сфера их гражданского применения (в таких 
отраслях, как: нефтегазовая промышленность, транспорт, строительство, 
сельское хозяйство, связь и др.), что придает дополнительные импульсы 
развитию беспилотной авиационной техники. 

Взрывной рост количества разработок БПЛА именно в последнее де-
сятилетие не случаен. Этому способствовали определенные объективные 
предпосылки, которые созрели именно к этому времени. Они связаны с 
серьезными технологическими успехами в различных областях. Например, 
этому способствовало: 

– появление новых легких и прочных материалов, особенно компо-
зитных; 
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– быстрое развитие микроэлектронной компонентной базы: микро-
контроллеров, микросистемных навигационных датчиков, приемопередат-
чиков радиосигналов, различных СВЧ-устройств, микроэлектронных 
драйверов сильноточных потребителей, миниатюрных видеокамер и т.д.; 

– появление и быстрое развитие высокоэффективных возобновляемых 
источников питания (на основе литий-полимерных аккумуляторов, топ-
ливных элементов и др.); 

– разработки в области высокоресурсных бесколлекторных электро-
двигателей, а также реактивных и поршневых двигателей; 

– развитие спутниковых систем глобального позиционирования; 
– общее развитие вычислительной техники, включая появление спе-

циальных операционных систем, интерфейсов, математического и алго-
ритмического обеспечения. 

1. Инерциальные навигационные системы и их применение в ка-
честве источника пилотажно-навигационной информации 

Задача управления пространственным движением объекта предпола-
гает определение параметров его углового и поступательного движения. В 
качестве систем, позволяющих получить эту информацию, в настоящее 
время все большее распространение имеют инерциальные навигационные 
системы (ИНС). Эти системы при условии введения в них некоторого объ-
ема начальной информации о системах координат и начального местопо-
ложения позволяют автономно определять требуемые для управления на-
вигационные параметры с нужной точностью во время движения объекта. 
Первичная информация ИНС измеряется с помощью датчиков параметров 
поступательного движения (акселерометров или гироинтеграторов линей-
ных ускорений) и датчиков параметров углового движения объекта, обыч-
но гироскопических. Эта информация (как правило, измеренные вектор 
кажущегося ускорения и вектор абсолютной угловой скорости) обрабаты-
вается в бортовом вычислителе с целью получения интересующей навига-
ционной информации об ориентации, скоростях движения и местоположе-
ния объекта. 

Преимущества инерциальных навигационных систем – такие как ав-
тономность, помехозащищенность, достаточная точность, приемлемые га-
баритно-весовые характеристики и т.п. – предопределяют повышенное 
внимание к дальнейшему техническому совершенствованию этих систем и 
на перспективу. Это связано с возможностью использования при их разра-
ботке современных чувствительных элементов (динамически настраивае-
мых, лазерных, волоконнооптических, роторных вибрационных гироско-
пов, микромеханических гироскопов, волновых твердотельных гироскопов 
и т.п.) и достижений в области создания бортовых вычислительных машин. 

Основными источниками погрешностей ИНС являются: ошибки на-
чальной выставки, погрешности акселерометров, дрейф гироскопов, неста-
бильность параметров элементов системы и др. В данной статье рассмот-
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рены алгоритмы, задача которых свести к минимуму ошибки начальной 
выставки ИНС. 

2. Методы получения текущих координат на Земле для выполне-
ния начальной выставки ИНС  

Необходимые начальные данные для обеспечения выставки ИНС ме-
тодом аналитического гирокомпасирования являются географические ко-
ординаты местоположения объекта (широта, долгота, а также высота).  

Для получения начальных данных можно использовать различные ме-
тоды. В авиационной отрасли нашли широкое применение методы опреде-
ления начального местоположения с помощью спутниковой системы нави-
гации, метод сохранения координат ИНС в энергонезависимой памяти с 
дальнейшем использованием в качестве начальных данных, привязка ЛА к 
месту на аэродроме с заранее известными координатами. 

Рассмотрим каждый метод более подробно. 
Привязка ЛА к месту на аэродроме с заранее известными координата-

ми является на данный момент наиболее точным т.к. координаты вычис-
ляются при помощи геодезических измерений. Основным недостатком 
данного метода является необходимость перебазирования ЛА к «эталон-
ному» месту что может привести  к увеличению времени подготовки ЛА. 
Данный метод устарел в виду стремительного развития спутниковой нави-
гации. 

Метод на основе сохранения координат ИНС в энергонезависимой  
памяти БЦВМ является наиболее распространенном среди крупногабарит-
ных самолетов. При выполнении коррекции ИНС по данным спутниковой 
навигационной системы (СНС) точность координат соответствует точно-
сти определения СНС. Однако данный метод неприемлем к малогабарит-
ным ЛА, ввиду возможного перемещения после снятия электропитания с 
бортового оборудования. 

Метод на основе СНС является предпочтительным для всех типов 
БЛА, в том числе и для тяжелых БЛА большой продолжительности полета. 
Для улучшения характеристик точности все большее применяют метод 
дифференциальных поправок (ABAS, GBAS, SBAS, GRAS). 

В качестве исследуемого варианта был выбран метод на основе полу-
чения начальных данных о местоположении объекта с помощью СНС с 
применением метода наземной дифференциальной коррекции (GBAS). 

Разработан алгоритм начальной выставки для БЛА в автоматическом 
режиме. 

Алгоритм анализа критериев данных СНС для обеспечения автомати-
ческой начальной выставки ИНС с заданной точностью для БЛА позволяет 
гарантировать выполнение выставки ИНС с точностью, необходимой для 
использования навигационной системы в качестве опорного датчика пер-
вичной информации для выполнения полета по маршруту БЛА. 



 
 

207
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AUTOMOTIC CONTROL SYSTEM OF VEHICLE SUSPENSION  

A.Iu. Iumashev (KNRTU-KAI  named after A.N.Tupolev, 420111, Kazan, 
K.Marx str., 10) 

Keywords: vehicle suspension, synthesis, control, observer. 

Введение. Подвеска автомобиля выполняет сразу несколько важных 
функций: ее работа определяет плавность хода, управляемость, комфорт, 
безопасность, устойчивость. От кинематических характеристик элементов 
зависит не только ее жесткость, но соответственно и степень передачи ко-
лебаний от неровностей дороги на кузов автомобиля, определяя физиоло-
гическое и эмоциональное состояние водителя и пассажиров. Основная 
проблема конструирования подвесок в том, что требования управляемости, 
устойчивости и комфорта противоречивы. С одной стороны, она должна 
быть достаточно жесткой, чтобы обеспечить устойчивость и управляе-
мость автомобиля, подавляя опасные крены на поворотах и при разго-
не/торможении. С другой стороны, подвеска должна быть по возможности 
более мягкой, чтобы исключить отрыв колес от дорожного полотна при 
больших неровностях, а также обеспечить максимальный комфорт для тех, 
кто находится в автомобиле.  

В данной статье рассматривается математическая модель в простран-
стве состояний подвески одного колеса. Произведен синтез управления и 
наблюдателя состояния исходя из условий ограниченности. Представлены 
результаты моделирования системы без регулятора и с синтезированным 
регулятором и наблюдателем в виде графиков переходных процессов. 

Математическая модель динамики автомобильной подвески. При 
описании подвески одного колеса (рис.1), для системы активного управле-
ния, наиболее популярной считается модель с двумя степенями свободы. В 
данном случае регулятор может изменять динамику системы путем управ-
ления исполняющим механизмом. Элементами данной модели являются: 
автомобильное шасси массой mb, колесный узел mw, коэффициенты упру-
гости пружины ks и амортизатора bs. Пружина kt является сжимаемой 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Правительством Респуб-

лики Татарстан  (проект 17-41-160814 р_а). 
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пневматической шиной. Переменные xb, xw и r – это перемещение кузова 
автомобиля, колес, а также неровности дороги, соответственно. Сила fs, ко-
торая создается между кузовом и колесом, управляется посредством об-
ратной связи. Она представляет собой активный компонент системы. 

 
Рис. 1. Система активного управления подвески для одного колеса. 

Следующие уравнения в пространства состояний описывают динами-
ку одного из 4-х колес автомобиля [1]: 
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Численные значения параметров [1]: 

./190000,/16000,//1000

,60,300

mNkmNksmNb

kgmkgm

tss

wb

===
==

 

Модель рассматриваемой системы представляется в виде: 
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где переменные состояния системы определяются как: 
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Постановка задачи. Требуется синтезировать регулятор, который бу-
дет обеспечивать подавление влияния возмущений на колебания кузова. 
Для реализации управления в виде обратной связи по состоянию требуется 
также синтезировать наблюдатель. Далее необходимо проверить работо-
способность полученного регулятора на основе с использованием полу-
ченных математических решений, получить переходные процессы системы 
при использовании регуляторов. 

Синтез управления из условия ограниченности. Модель рассмат-
риваемой системы представляется в виде: 

  
,)()()(

  ,)(  ),,()()()()()(

22

0011

wtDtuBxtCy

xtxxttwtDtutBxtAx

y ++=
=Φ+++= ϕ&

 (1) 
где nRx∈  – вектор состояния, rRtw ∈)(  – неопределенные внешние воз-

мущения, mRu ∈  – управление, lRy∈  – вектор измеряемого выхода, 
mnnn tBtA ×× ∈∈ R)( ,R)( 1 , rntD ×∈R)(1 , ,R)(,R)( ,R)(2

nlqnrl tCttD ××× ∈∈Φ∈  mltB ×∈R)(2  – 
заданные матрицы с непрерывными и ограниченными элементами при 
всех ],[ 0 Ttt∈ , где 0tT> – заданная константа. Предполагается, что пара  
(A(t), B1(t)) – управляема (стабилизируема), пара (A, C) – наблюдаема (де-
тектируема) и матрица D2(t) является матрицей полного ранга строк, так 
что неравенство 0)()( 2

T
2 >tDtD  выполняется для всех 0tt ≥ . 

Предполагается, что начальное состояние рассматриваемой системы 
принадлежит заданному эллипсоиду )( 0QE , т.е. 

  },1:{)()( 1
0

T
000 ≤∈=∈= − xQxRxQExtx n

 (2) 
где 0Q  – заданная положительно определенная симметрическая матрица. 

Нелинейная вектор-функция qRxt ∈),(ϕ  удовлетворяет ограничению 
(условию Липшица): 

  

,R,  ],,[  ))()()((),(),( 0
22 n

f xxTtttxtxtCxtxt ∈′′′∈∀′′−′≤′′−′ µϕϕ
 (3) 

где nq
f RtC ×∈)(  – известная матрица с непрерывными и ограниченными 

элементами при ],[ 0 Ttt ∈ , µ  – известная константа (константа Липшица). 

Предположим, что пара ))(),(( tBtA  управляемая, а пара ))(),(( tCtA  – на-
блюдаемая. Неопределенные возмущения являются непрерывными огра-
ниченными по 2L -норме функциями времени: 
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0

2 )()()( dttwdtddttwW

t

, (4) 
где d  и )(td  – известные константа и функция времени соответственно. 

Пусть заданы в виде эллипсоидов }1:{)( 1
0

T
0 ≤∈= − xRxRxRE n , 

}1)(:{))(( 1T ≤∈= − xtRxRxtRE n , ( )(,0 tRR  – известные симметрические поло-
жительно-определенные матрицы) соответственно множества начальных 
состояний, допустимых состояний в моменты времени ],[ 0 Ttt∈ , а также до-
пустимых внешних возмущений W . 

Задача ограниченности для такого класса систем рассматривалась в [2, 
3], где предложены способы синтеза регулятора в виде обратной связи по 
состоянию, при учете неопределенных возмущений, ограниченных по ∞L  
или 2L -норме. В [3, 4] предложены способы синтеза наблюдателей из ус-
ловия ограниченности ошибки оценивания на конечном интервале. Здесь 
эти способы применяются для синтеза регулятора в виде обратной связи по 
состоянию наблюдателя для автомобильной подвески.  

О п р е д е л е н и е  1. Система (1) обладает на ],[ 0 Tt  свойством ограни-
ченности относительно заданных множеств ))}((),({ 0 tRERE , если для всех 

)( 00 REx ∈  существуют на ],[ 0 Tt  решения ),,()( 00 xttxtx =  системы (1) с началь-

ными данными 00)( xtx = , для которых имеет место ))((),,( 00 tRExttx ∈  при всех 
WtwTtt ∈∈ )(  ],,[ 0  и всех нелинейностях из (3). 

Как показано в [3] задача синтеза регулятора, обеспечивающего огра-
ниченность относительно заданных множеств ))}((),({ 0 tRERE , сводится к 
задаче оптимизации при ограничениях в виде ДЛМН. 

Т е о р е м а  1 [3]. Решение )(),( ),,,()( **
00

** tPtYQttQtQ =  задачи 
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при ограничениях 
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где минимизация проводится по матричным переменным 
rrmnnn RtPRtYRtQtQ ××× ∈∈∈= )( ,)(  ,)()( T  и скалярному параметру 0>β , опре-

деляет при заданных 0,0 >> γα  и каждом ],[ 0 Ttt∈  матрицу )(* tQ  и зависи-
мую от времени матрицу коэффициентов регулятора по состоянию 

)()()( 1*** tQtYtK −= , обеспечивающего ограниченность относительно задан-
ных множеств ))}((),({ 0 tRERE  при всех нелинейностях из (3). 

Синтез наблюдателя из условия ограниченности. Во многих случа-
ях доступными для измерения являются не все координаты состояния, а 
только часть из них или их комбинаций. Чтобы реализовать законы управ-
ления, синтезированные в виде обратной связи по состоянию, часто стро-
ится наблюдатель, который будет давать оценку )(̂tx  вектора состояния x(t) 
в каждый момент времени t. Тогда это управление берется в виде обратной 
связи по состоянию наблюдателя, т.е. )(ˆ)()( txtKtu = . 

Для рассматриваемой системы (1) с неопределенными возмущениями 
нет полной информации о векторе состояния, т.е. измеряются только ком-
поненты вектора выхода y. Требуется синтезировать наблюдатель вектора 
состояния по результатам измерений вектора выхода, который будет да-
вать оценку )(ˆ tx  вектора состояния x(t). 

Нелинейный наблюдатель полного порядка строится в виде [5]  

  
),(ˆ)(ˆ

,0)(ˆ  ),ˆ)(()ˆ,()()(ˆ)(ˆ
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tuBxtCy

txyytLxtttuBxtAx

y +=
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 (8) 
где матрица L(t) коэффициентов усиления наблюдателя будет выбираться 
из условия подавления начальных отклонений и неопределенных внешних 
возмущений или из условия получения требуемого эволюционирующего 
во времени эллипсоида ))(( tRE , ограничивающего ошибку оценивания 

xx ˆ−=ε  
на рассматриваемом интервале ],[ 0 Tt .  

Выпишем уравнение для ошибки оценивания 
  

)]ˆ,(),()[()]()()([)]()()([ˆ 21 xtxttwtDtLtDtCtLtAxx ϕϕεε −Φ+−+−=−= &&&  (9) 
Определение 2 [5]. Наблюдатель (8) обеспечивает на заданном ин-

тервале ],[ 0 Tt  ограниченность ошибки оценивания (9) относительно за-
данных множеств ))}((),({ 0 tRERE , если для всех )( 00 RE∈ε  существуют на 

],[ 0 Tt  решения ),,()( 00 xttt εε =  системы (9) с начальными данными 00)( εε =t  
и для них имеет место ))((),,( 00 tRExtt ∈ε  при всех WtwTtt ∈∈ )(  ],,[ 0  и всех 
нелинейностях из (3). 



 
 

212

Теорема 2 [5]. Чтобы наблюдатель (8) обеспечил на заданном ин-
тервале ],[ 0 Tt  ограниченность ошибки оценивания относительно задан-
ных множеств ))}((),({ 0 tRERE , достаточно, чтобы при некотором 

0>β  существовали при всех ],[ 0 Ttt ∈  симметрическая матрица )(tP  и 
матрица Y(t) такие, что выполняются неравенства: 
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  )()( 1 tRtP −≥ , 1
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≤ R

d
tP . (11) 

На основе теоремы 2 задача синтеза наблюдателя состояния на конеч-
ном интервале ],[ 0 Tt  со свойством ограниченности ошибки оценивания 
относительно заданных множеств ))}((),({ 0 tRERE  сводится к следующей за-
даче оптимизации с ДЛМН. 

Минимизировать ))((tr tQ  при ограничениях (10) и 

  )()( tRtQ ≤ , 00 )1()( RdtQ +≥ , 0
)(

)(
≥








tPI

ItQ
. (12) 

Здесь оптимизация проводится по матричным переменным )( ),( ),( tYtPtQ  и 
скалярной переменной )(tβ . По найденному решению матрица L опреде-

лится как )()()( 1 tYtPtL −= . 
В автономном случае при задании постоянной матрицы R  и решении 

данной задачи оптимизации с постоянными матрицами YQP   ,  ,  можно 
получить наблюдатель с постоянными коэффициентами QYL = , который 
будет обеспечивать ограниченность ошибки оценивания  (ошибка оцени-
вания будет гарантированно заключена в инвариантный эллипсоид) для 
всех моментов времени ),[ 0 +∞∈ tt . 

В [4] также предложен способ нахождения матрицы )( tL  коэффици-
ентов наблюдателя, гарантирующего свойство ограниченности на конеч-
ном интервале, из условия минимума следа матрицы правой части матрич-
ной системы сравнения для уравнения ошибки оценивания:  
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(13) 
где 0>α  - заданная малая константа. 
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Матрица L вычисляется как  

  

1T
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Аналогичным образом определяется параметр β , доставляющий в 
каждый момент времени t минимальное значение следу матрицы правой 
части МСС (13): 

  )(tr

)(tr
)(

T

T

QCQC
t

FFµ
β ΦΦ

=
. (15) 

Результаты моделирования. На рис. 2 показан переходный процесс 
в системе без регулятора.  
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Рис. 2. Переходный процесс  в системе без регулятора 

На основе теоремы 1 с помощью разработанной программы в пакете 
MatLab был получен регулятор  в виде обратной связи по состоянию 

Kxu =  с матрицей  
[ ]08502905717168887994756 .    .  .   .K −−= .  

Регулятор обеспечивает минимум следу матрицы эллипсоида, ограни-
чивающего состояние. Переходный процесс в системе с полученным регу-
лятором изображен на рисунке 3. Время переходного процесса в 2 раза 
меньше, чем без регулятора. 

Также был получен регулятор с матрицей [ ]068086830062050250 .    .  .   .K −−=  
из условия максимума следа матрицы эллипсоида, принадлежащего облас-
ти притяжения. Переходный процесс в системе с этим регулятором пока-
зан на рис. 4.  

На основе теоремы 2, путем решения задачи минимизации TrQ при 
ограничениях (10), (12) был получен наблюдатель состояния с матрицей  
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Рис. 3. Переходный процесс в системе с 
регулятором из условия минимума следа 
матрицы эллипсоида, ограничивающего 

состояние 

Рис. 4. Переходный процесс в системе с 
регулятором обеспечивающим максималь-

ную оценку области притяжения 
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Рис. 5. Переходный процесс в системе с 
регулятором по состоянию наблюдателя 

Рис. 6. Перемещения кузова в системе с ре-
гулятором в виде обратной связи по со-

стоянию наблюдателя 

Наблюдатель производит оценку вектора состояния x(t) в каждый мо-
мент времени t. Управление берется в виде обратной связи по состоянию 
наблюдателя. На рис. 5 представлен переходный процесс в системе с регу-
лятором по состоянию наблюдателя из условия минимума следа матрицы 
эллипсоида, ограничивающего состояние. 

Переходный процесс по координате x1 в системе с регулятором по со-
стоянию наблюдателя при действии возмущения ))2cos()3(sin(2.0)( tttw +=  
представлен на рис. 6.  

Из рис. 6 можно видеть, что перемещения кузова составляют менее 
0.01 м. Таким образом, регулятор по состоянию наблюдателя обеспечивает 
регулирование с требуемой точностью при действии возмущения.  

Заключение. В данной статье была рассмотрена модель автомобиль-
ной подвески для одного колеса. Для этой системы был произведен синтез 
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регулятора и наблюдателя и представлены результаты моделирования. 
Данный способ оценки состояния системы и ее регулирования обеспечива-
ет стабилизацию кузова автомобиля при действии возмущений время с 
точностью до 0.01 м с временем переходного процесса около 0.3 сек. 
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ОБ УПРАВЛЕНИИ МАНИПУЛЯЦИОННЫМИ РОБОТАМИ  
С УПРУГИМИ СОЧЛЕНЕНИЯМИ И С НЕПОЛНЫМ 

ИЗМЕРЕНИЕМ 

О.А. Перегудова (УлГУ, Россия, 432017, Ульяновск, Л.Толстого,42) 
E-mail: peregudovaoa@gmail.com 

ON CONTROL OF ROBOT MANIPULATORS WITH VISCOUS-
ELASTIC JOINTS AND INCOMPLETE MEASUREMENT 

O.A. Peregudova (ULSU, 432017, Ulyanovsk, L.Tolstoi str., 42) 

Keywords: exponential stability, nonlinear control, robot manipulator, vis-
cous-elastic joint. 

Введение. Как известно, динамические модели роботов манипулято-
ров с гибкими сочленениями имеют удвоенное число независимых пере-
менных по отношению к роботам с жесткими шарнирами. Задача управле-
ния движением для таких моделей манипуляторов сложна из-за ее нели-
нейности и многосвязности.Значительное количество работ (см. напр.  
[1-12]) посвящено исследованию проблемы управления роботов манипуля-
торов с гибкими сочленениями.Результаты работ [1] - [11] предполагают 
наличие измерений угловых положений звеньев, их скоростей, ускорений, 
производных по времени от ускорений, а также скоростей роторов двига-
телей. 

Целью работы является разработка закона управления, который обес-
печит асимптотическую стабильность программного движения манипуля-
тора с гибкими соединениями на основе неполной обратной связи, исполь-
зуя только датчики положения роторов двигателей и акселерометры для 
звеньев. 

Постановказадачи. Рассмотрим модель многозвенного манипулятора 
связко-упругими шарнирами, описываемую уравнениями вида [12] 

 

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) = 0

( ) ( ) =

+ + + − + − +
+ − + −

&&& & & & &

&& & &

A q q C q q q g q D q Q K q Q d q q

JQ D Q q K Q q u 
(1) 

где ∈ nq R и ∈ nQ R – угловые координаты звеньев и роторов двигателей соот-
ветственно, ( ) ×∈ n nA q R – матрица инерции звеньев манипулятора, ×∈ n nJ R – 
диагональная матрица инерции двигателей, установленных в осях 
шарниров, 1 2= { , , , } > 0K nJ diag j j j , ( , )& &C q q q– вектор кориолисовых и 
центробежных моментов, ( )g q – вектор гравитационных сил, 

1 2= { , , , } > 0K nD diag d d d – матрица коэффициентов вязкого трения в 
шарнирах, ( , )&d q q – вектор моментов сил вязкого трения, действующих на 
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звенья манипулятора, 1 2= { , , , } > 0K nK diag k k k – матрица коэффициентов 
жесткости сил упругости в шарнирах и ∈ nu R – вектор управляющих мо-
ментов. 

Для модели робота (1) определим множество программных движений 
 (0) (0) (0) (0)

0 0 1 2= { ( ) : [ , ) :  ( ) < , ( ) < , ( ) < }+∞ → & &&nX q t t q t g q t g q t gR � � � � � �  
гдефункции (0)( )q t дважды непрерывно дифференцируемы по t , постоянные 

ig  ( = 0,1,2i ) положительные, 0 = 0≥t const , символ ⋅� �означает евклидову 
векторную норму. 

Предположим, чтоQи &&q доступны измерению. Определим измеряемый 
выходной сигнал 2∈ nz R следующим образом 

 1 2= ( , ) = ( , )′ ′&&z z z Q q  (2) 

Задача о стабилизации программного движения системы (1) состоит в 
построении закона управления по обратной связи = ( , , )&&u u t Q q , который 
обеспечивает асимптотическую устойчивость заданного программного 
движения 0( )∈q t X робота манипулятора (1). 

Определим для динамической модели(1) новый вектор 
состояния ( , , )′&q q S и новый вектор управленияvв виде 

 
1 1 1 1= ( ),   = ( )− − − −+ − + − + −& &S DQ K Q q v DJ u DJ D K q KD Kq KD KQ

Тогда уравнения состояния запишутся в виде 

 
1 1

( ) ( , ) ( ) ( , ) =

= ( )− −

+ + + +

− + +

&& & & & &

&

A q q C q q q g q Dq d q q S

S DJ KD S v  
(4) 

Пусть (0)( )∈q t X некоторое заданное программное движение. 
Определим функцию (0)= ( )S S t в следующем виде 

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)( ) = ( ( )) ( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ), ( ))+ + + +&& & & & &S t A q t q t C q t q t q t g q t Dq t d q t q t 
Введем отклонения 
 0 0 (0)= ( ), = ( ), = ( )− − −& & &x q q t x q q t y S S t 
Тогда уравнения в отклонениях примут вид 

 

(1) (1) (0)
1 2

1 1 (1)

( , ) ( , ,2 ( ) ) ( , ) ( , , ) =

= ( )− −

+ + + +
− + +

&& & & & &

&

A t x x C t x q t x x R t x R t x x y

y DJ KD y v  
(5) 

где 
(1) (0) (1) (0)

(0) (0) (0) (1) (0) (1) (0) (0)
1

(0) (0) (0) (0) (0)

( , ) = ( ( ) ),  ( , , ) = ( ( ) , ),

( , ) = ( ( ( ) ) ( ( ))) ( ) ( ( , , ( )) ( ,0, ( ))) ( )

( ( ) ) ( ( )) ( ( ), ( )) ( ( )

+ +
+ − + − +

+ + − + + −

& &

&& & & &

&

A t x A q t x C t x x C q t x x

R t x A q t x A q t q t C t x q t C t q t q t

g q t x g q t d x q t q t d q t (0)

(0) (0) (0) (0)
2

(1) (0) 1 1 (0)

, ( ))

( , , )) = ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

= ( ) ( ) ( )− −

+ + + − +
+ + −

&

& & & & &

&

q t

R t x x Dx d x q t x q t d x q t q t

v v S t DJ KD S t
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Предположим, что функции 1( , )R t x и 2( , , )&R t x x таковы, что имеют место 
следующие соотношения 

 1( , ) = ( , ) ( )R t x F t x p x  (6) 

 
(1)

2( , , ) = ( , , )& & &R t x x D t x x x (7) 

где ×∈ n nF R , вектор-функция ( )p x , 1∈p C , (0) = 0p , 0( ) ( )≥p x p x� � ; 

0( ) = 0p x ↔ = 0x , (1) ×∈ n nD R есть некоторая положительно определенная 
матрица. 

Для решения задачи о стабилизации программного движения 
воспользуемся методом бэкстеппинга. 

Сначала рассмотрим первую подсистему из (5). Вектор y будем 
рассматривать как фиктивное управление для этой подсистемы. С 
использованием результатов работы [13] получена следующая теорема. 

Теорема 1.Ошибка! Источник ссылки не найден.Предположим, что 
найдется число > 0k такое, что функции, входящие в (5), ограничены в 
области 

2 2 (1)= {( , , ) : 0, ( ) ( ( )) ( , )( ( )) < = > 0}ε ε+ ′× ∈ × ≥ + + +& & &nG t x x t p x x p x A t x x p x constR R R � �  

исуществуютположительныечисла ,λi ,µi im ( =1,2)i такие, что выполнены 
следующие неравенства 

2 2 (1) 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 1 2

(1) (1) (0) (1)
2

(1) (0) (1) (1) (1) (0) (1) (1)

' , , , 4 > ( / )

( , , 2 ( ))

( , , ( ) ) ' ( ( , , ( ) ))

λ λ µ µ µ

λ

∂ ∂ ′≤ ≤ ≥ ≤ + ∂ ∂ 

∂− + − − − ≤
∂

∂ ∂ ′ ′+ − − − − − − + + ∂ 

& & & &

&

& &max

p p
x xA x x p p p m m k m k

x x

p
F D C t x p q t A m

x

p
B B C t x q t p D D C t x q t p A A

x

� � � � � �

22µ
 ≤ − ∂ 

p

x

 

Тогда закон управления 

 = ( , ), ( , ) = ( ( ))ϕ ϕ +& & &y x x x x B x p x  (8) 

обеспечиваетравномернуюасимптотическуюустойчивостьнулевогорешени
япервойподсистемы(5) с постоянной матрицей ×∈ n nB R . 

Рассмотримтеперьвсюсистему (5).Будем использовать линейный 
динамический наблюдатель[12] 

 

1 3 1 1 1

2 4 2 1 1
1 1 1

3 1 2 3
1 1

4 3 1 1

4 4 1 1 2

= ( )

= ( )

=

( )

= ( )

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

− − −

− −

+ −
+ −

− + − +
+ + + −

− +

&

&

&

&

L z

L z

J K J K J D

J D J u L z

L z z  

(9) 
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где матрицы 1 2= { , , , }Kj j j jnL diag l l l , =1,2,3,4j имеют следующие элементы[12] 

 

2
1 3 2 1 0

2 2
3 2 3

4 0

= / , = / /

= / ( ) /

= /

− −
− + −

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

i i i i

l a d j l j a k j d a k

l a d a j d k j j

l j a k  

(10) 

jia  ( =1, ,4Kj , =1, ,Ki n ) –коэффициентыхарактеристическогополинома 
 * 4 3 2

3 2 1 0( ) =λ λ λ λ λ+ + + +i i i i ip a a a a  
с заданным множеством корнейλ ji , =1,2,3,4j . 

Ошибкинаблюдения = ξ− ∈ n
j j je x R , =1, ,4Kj , 

удовлетворяютуравнениям 

 1= { , , } , = 1,2,3,4λ λ& Kj j jn je diag e j  (11) 

Теорема 2.Ошибка! Источник ссылки не найден.Пусть выполнены 
условия Теоремы 1 и следующие неравенства 

 
2 > = > 0 = 1,2,...,δ− ∀i i id k j const i n (12) 

Тогданулевоерешениесистемы(5) равномерно асимптотически 
устойчиво, если 

 
(1) 1 1 (0) (0) (0)

4 2 4

( )
= ( ) ( ( ) ( ( ))) ( ( ( ))ξ ξ ξ− − ∂− − + − + + −

∂
& && &

p x
v DJ KD B q t p q t B x q t

x  
(13) 

где 2ξ и 4ξ являются решением системы линейных уравнений динамического 
наблюдателя (9). 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 15-
01-08482). 
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Введение. При оптимальном управлении логико-динамическими 
(многорежимными, переключательными) стохастическими системами по 
доступным наблюдениям их выходам возникает задача оперативного рас-
познавания режима работы и оценивания внутрирежимного состояния этих 
систем [1]. Однако применение для этого абсолютно-оптимального 
фильтра (АОФ) [1, 2, 3] сопряжено с существенными вычислительными 
трудностями, условно-минимаксный фильтр [4] оптимален лишь парамет-
рически, тогда как фильтры оптимальной структуры (ФОС) [5, 6, 7] не 
позволяют достичь значительной точности из-за ограниченности их поряд-
ка (размерности вектора состояния) порядком объекта наблюдения.  

В настоящей работе предлагается способ преодоления этой ограни-
ченности логико-динамических ФОС путём построения рекуррентного 
фильтра-предиктора с конечной памятью (ФПКП), порядок которого оп-
ределяется желаемым числом запоминаемых измерений. Получены соот-
ношения для нахождения его оптимальных структурных функций. По-
следние могут быть получены до начала процесса оценивания с помощью 
интегральных операций с плотностями вероятности, вместо которых мож-
но использовать метод Монте-Карло с построением гистограмм искомых 
функций. Из-за громоздкости этой численной процедуры также рассмот-
рено гауссовское приближение к ФПКП. Его структурные функции нахо-
дятся аналитически, а параметры вычисляются методом Монте-Карло по 
выборочным значениям вероятностей целочисленных случайных величин 
и двух первых моментов континуальных, что гораздо проще. 

Модель системы наблюдения и критерии оптимальности. Рас-
смотрим функционирующий в условиях неопределённости многорежим-
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ный объект, случайное поведение которого в каждый момент времени 
 = 0,Kk  с конечным горизонтом K определяется номером его структуры 

{1, }kI L∈  и вектором континуальных переменных его состояния n
kX ∈� . 

Пусть изменение расширенного вектора состояния объекта т т[ ]k k kX I X=  
описывается марковской системой уравнений 

 ( ) ( )
1 1( , ), ( , )k kI I

k k k k k kk kI X V X a X V+ += φ =� ,  0 0 0, ( , )I X p i x� , (1.1) 

а мгновенные наблюдения т т[ ]k k kY J Y=  за ним определяются по формулам 

 ( ) ( )( , ), ( , )k kI I
k k k k k kk kJ X W Y b X W= ο =�  (1.2) 

Здесь {1, }kJ M∈  – переменная индикации режима, yn
kY ∈�  – вектор 

измерений, ( , )k k kV V V= � , ( , )k k kW W W= �  – векторы дискретных белых шу-

мов с общим законом распределения вероятности. Эти шумы не зависят от 
начального состояния объекта 0 0( , )I X , который определяется своим со-

вместным распределением ( ) ( )
0 0 0( , ) ( )i ip i x P p x= , где ( )

00 Pr[ ]iP I i= =  – веро-

ятность 0I , ( )
0 00 ( ) ( | )ip x p x I i= =  – условная плотность вероятности 0X .  

 Для уменьшения априорной неопределённости состояния объекта не-
обходимо по доступной к этому моменту выборке последних наблюдений 

т т т[ ]k
h k hY Y Y= K , 0,h k∈ , получать оценки ˆ ˆ,k kI X  и прогнозы 1kI +

% , 1kX +
% : 

 ˆ ˆ( ), ( )k k
k k h k k hI Y X g Y= ι = ,    1 1( ), ( )k k

k k h k k hI Y X Y+ += υ = ψ% % .  (1.3) 

Требованиями их точности являются минимумы средних рисков 

 
ˆ( , ) ˆM ( , ) mink kI I

k kkc X X  →
  

,    1 1( , )
1 11M ( , ) mink kI I

k kkc X X+ +
+ ++

  →  

% % , (1.4) 

где M  – оператор математического ожидания, ( )( )kc ⋅ ⋅  – функция совмест-

ных потерь от неточного распознавания и оценивания  

 Tˆ( , )
ˆ,

ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) (1 )i i
kk i ic x x x x C x x= − − + − δ , T 0k kC C= > .  (1.5) 

Здесь ,i lδ  – символ Кронекера, ( )xδ  – функция Дирака. 

 Априорное вероятностное поведение системы наблюдения (1.1), (1.2) 
полностью описывается определяемым по её уравнениям и законам рас-
пределения шумов kV , kW  условным распределением ( , , , | , )k l j y i xγ χ  пе-

рехода от старого состояния kX  к новому 1kX +  и к текущему наблюдению 
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kY  [5–7]. Частным относительно него является распределение ( , | , )k j y i xβ  

наблюдения kY . Уточнённое же ещё и последним наблюдением kY  услов-

ное распределение состояния 1kX +  находится как отношение  

 ( , | , , , ) ( , , , | , ) ( , | , )k k kl i x j y l j y i x j y i xζ χ = γ χ β . (1.6) 

 Уравнения синтезируемого фильтра-предиктора. С целью увели-
чения точности легко реализуемого в реальном времени ФОС малого по-
рядка [5–7], оптимальные оценки (1.3) можно искать, по аналогии с одно-
режимным случаем [8], в более широком классе выходов фильтра произ-
вольного порядка. Этот фильтр описывается разностным уравнением со-
стояния и формулой выхода для оценки. Однако нахождение функции его 
уравнения состояния одновременно с функцией оценивания из первого ус-
ловия минимума (1.4) является сложной даже в однорежимном случае [8]. 
 В настоящей работе формулы для оценок будем искать в виде 

 1 1
ˆ ˆ( , ), ( , )k k k k k k k kI Y Z X g Y Z− −= ι = ,  0 0 0 0 0

ˆ ˆ( ), ( )kI Y X g Y= ι = , (2.1) 

где т т т[ ]k k kZ U Z= – вектор состояния фильтра, состоящий из целочислен-

ной kU  и континуальной kZ  частей. Ограничимся простым сохранением в 

нём результатов последних l ∈�  индикаций и измерений соответственно  

 1 1, yl nk l k
k k l k k lU J Z Y− + − += ∈ = ∈� � , k l≥ ,  (2.2) 

с предварительным накоплением этих наблюдений на первых l тактах 

 т т т т т т
0 1 0 1[ 0 ] , [ ]k k

k l k k l kU J Z Y o− − − −= = , 0, 1k l= − . (2.3) 

Здесь 0 i
i ∈� , yi n

io ∈�  – нулевые векторы. Для этого порядок фильтра 

должен быть l-кратен размерности 1yn +  вектора наблюдений kY .  

 Операциям (2.2), (2.3) придадим вид уравнений состояния фильтра  
 1 1( , ), ( , )k k k k k k k kU J U Z f Y Z− −= ϕ = , (2.4) 

где ( )kϕ ⋅ , ( )kf ⋅  – функции обновления состава наблюдений [8] 

 т т
1 1( , ) [ ( ) ]k k k k u kj u j C u− −ϕ = , т т т

1 1( , ) [ ( ) ]k k k k z kf y z y C z− −= .  (2.5) 

Здесь 1 ( 1) 1[ ]u l lC E O− − ×= , ( 1) ( 1)[ ]
y y yz l n l n nC E O− − ×=  – матрицы удаления из 

1ku −  и 1kz −  последних блоков, Е, О – единичная и нулевая матрицы.  

 Для получения же прогнозов уравнения фильтра (2.1), (2.4) дополним 
вторыми формулами выходов  

 1 1( ), ( )k k k k k kI Z X Z+ += υ = ψ% % ,   1 0 0 1 0 0( ), ( )I Y X Y= υ = ψ% % . (2.6) 

 О п р е д е л е н и е .  Оптимальным ФПКП назовём алгоритм (2.1), (2.4), 
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(2.6) получения оценок (1.3) по последним наблюдениям (2.2), (2.3), в 
котором функции оценивания ( )kι ⋅ , ( )kg ⋅  и прогнозирования ( )kυ ⋅ , ( )kψ ⋅  

найдём из критериев (1.4), тогда как функции ( )kϕ ⋅ , ( )kf ⋅  его уравнения 

состояния будем считать заданными в виде (2.5). 
 Оптимизация функций оценивания и прогнозирования. Подстав-
ляя (2.1) в первый из критериев (1.4), получаем задачу минимизации по 
разнородным параметрам ι , g  функции условного риска  

 ( ) ( , )

1, ,
( | ) ( , ) ( , | ) min

n

i
k k kk ki L g

g z c x g i x z dxι ι∗ ∗

ι∈ ∈
ℜ = ρ →∑ ∫

�

, (3.1) 

где 1( , )k k kz y z∗
−= , ( )kρ ⋅  – оценивающее распределение вектора kX . 

 Подставим в (3.1) представление ( )kρ ⋅  в виде произведения 

 ( ) ( )( , | ) ( ) ( | )k ki i
k k k k k k kk ki x z z x z∗ ∗ ∗ρ = Ρ ρ , (3.2) 

условной вероятности i-го режима ( ) ( ) ( , | )i
k k k k kk z i x z dx∗ ∗Ρ = ρ∫  и условной 

плотности вероятности состояния kX  при истинности i-го режима 

 ( ) ( )( | ) ( , | ) ( )i i
k k k k k kk kx z i x z z∗ ∗ ∗ρ = ρ Ρ . 

Используя в (3.1) принцип сечений и учитывая (1.5), получим следующее. 
 Л е м м а  1 [7]. Оптимальные функции оценивания имеют вид 

( )

1,
( ) Argmax ( ),i

k k kk
i L

z z∗ ∗

=
ι ∈ Ρ    ( ) ( )( ) ( ) ( | )i i

k k k kk ki
g z z x x z dx∗ ∗ ∗= Ρ ρ∑ ∫ . (3.3) 

 З а м е ч а н и е .  На первых l тактах в (2.1) учитываются все измере-
ния (2.3), поэтому соответствующие оценки ФПКП и АОФ совпадают. 
 Функции прогнозирования находятся так же, отличаясь лишь заменой 

( )kρ ⋅  на прогнозирующее распределения 1( )k+π ⋅ . Используя разложение  

 1 1( ) ( )
1 1 1 11 1( , | ) ( ) ( | )k ki i

k k k k k k kk ki x z z x z+ +
+ + + ++ +π = Π π , (3.4) 

аналогично (3.3) имеем  

 ( )
1

1,
( ) Argmax ( ),i

k k kk
i L

z z+
=

υ ∈ Π   ( ) ( )
1 1( ) ( ) ( | )i i

k k k kk ki
z z x x z dx+ +ψ = Π π∑ ∫ . (3.5) 

 Нахождение оценивающего и предикторного распределений. Учи-

тывая, что т т[ ]y j y= , представим распределение (3.2) по формуле Байеса  

 1 1( , | , , ) ( , , , | )k k k k k k k k i
i x j y z i x j y z numerator dx− −ρ = ω ∑ ∫ . (4.1) 

Здесь из-за условной марковости измерителя (1.2) имеем произведение 
 1 1( , , , | ) ( , | , ) ( , | )k k k k ki x j y z j y i x i x z− −ω = β π  (4.2) 
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априорного распределения индикации-измерения ( )kβ ⋅  и прогнозирующе-

го распределения ( )kπ ⋅ , которое по отношению к ( )kω ⋅  является частным  

 1 1( , | ) ( , , , | )k k k kj
i x z i x j y z dy− −π = ω∑ ∫ . (4.3) 

 Найдём распределение 1 1 1( , | )k k k ki x z+ + +π  для следующего такта 1k + . 

Заметим, что его условия kz  содержат текущие переменные ,k kj y  и более 

старые. Поэтому с учётом марковости (1.1), (1.2) имеем 

 1( , | ) ( , | , , , ) ( , | )k k k k k k ki
l z l i x j y i x z dx+π χ = χ ξζ∑ ∫ . (4.4) 

Здесь ( )kζ ⋅  – распределение (1.6), ( )kξ ⋅  – распределение kX  при k kZ z= . 

Последнее выразим через безусловное распределение ( )kq ⋅  как отношение 

 ( , | ) ( , , )
k

k k k k k k k k ki
i x z q i x z numerator dx=ξ ∑ ∫ . (4.5) 

 Для получения ( )kq ⋅  заметим, что пара ( , )k kX Z  образует марковский 

вектор, так как определяется замкнутой системой разностных уравнений 
состояния объекта и фильтра, возмущаемых независимыми шумами 1kV − , 

kW . Поэтому для ( )kq ⋅  существует рекуррентная формула.  

 На этапе сохранении части наблюдений, когда k l≥  и справедливы за-
висимости (2.2), аналогично (4.2), (4.4) имеем следующую связь: 

 1 1
1 1( , , ) ( , | ) ( , , )

k l

k k k k
k k k l k l k k k k k k k l k l k lj

q x j y j y x p x j y dy
−

− −
− + − + − − −= β ∑ ∫ . (4.6) 

Здесь распределение ( )kp ⋅  пары 1( , )k kX Z − , используя (1.6), можно пред-

ставить через предыдущее распределение 1( )kq − ⋅  как 

 1 1
1 1 1( , ) ( | , , ) ( , , )k k

k k k l k k k k k li
p x y x i x y q i x y dx− −

− − − − −= ζ∑ ∫ .  (4.7) 

 На этапе накопления наблюдений, когда 1, 1k l= − , учитывая только 

ненулевые элементы вектора kZ , подобным образом получаем  

 
1 1

0 0 0 0

1 1
0 1 1 1 0

( , , , ) ( , | , ) ( , , , ),

( , ) ( | , , ) ( , , ) .

k k k k
k k k k k k k k k k k

k k
k k k k k ki

q i x j y j y i x p i x j y

p x y x i x y q i x y dx

− −

− −
− − −

= β

= ζ∑ ∫
  (4.8) 

Начальным условием для (4.8) является 0 0 0( , , , ) ( , | , ) ( , )q i x j y j y i x p i x= β . 
 Т е о р е м а  1 . Если в векторе состояния фильтра-предиктора (2.1), 
(2.4), (2.6) сохраняется только часть наблюдений (2.2), то распределения 

( )kρ ⋅  и 1( )k+π ⋅  формулами (4.1), (4.2), (4.4), (4.5) выражаются через совме-

стное распределение ( )kq ⋅ , тогда как последнее находится независимо от 

них и от функций оценивания (3.3) и прогнозирования (3.5) по рекуррент-
ным соотношениям – сначала по (4.8), затем по (4.6), (4.7). 



 
 

226

Способы построения фильтра-предиктора. Полученные интеграль-
ные соотношения можно реализовать численно методом Монте-Карло, ко-
гда последовательное нахождение вероятностных распределений заменя-
ется потактовым статистическим моделированием уравнений объекта (1.1), 
измерителя (1.2) и фильтра (2.4). Его целью является получения больших 
пакетов реализаций случайных величин { }kX , { }kY , 1{ }kZ − , позволяющих 

строить гистограммы функций оценивания. Одновременно с этим находят-
ся и пакеты оценок, что позволяет анализировать точность. 
 Однако такая процедура довольно громоздка. Поэтому рассмотрим 
приближение к ФПКП, позволяющее находить вид субоптимальных функ-
ций оценивания и прогнозирования аналитически, а их параметры – тоже 
методом Монте-Карло, но уже с вычислением только вероятностей цело-
численных величин и двух первых условных моментов континуальных. 
 Гауссовское приближение. С целью упрощения приведенной выше 
процедуры точного синтеза ФПКП до алгебраических соотношений вос-
пользуемся известным методом нормальной аппроксимации. 
 П е р е х о д  к  в е р о я т н о с т я м  и  п л о т н о с т я м  в е р о я т н о с т и . 
Подобно [6, 7] конкретизируем соотношения (4.1)-(4.5), заменив в них 
смешанные вероятностные распределения целочисленных и континуаль-
ных величин произведениями соответствующих вероятностей и условных 
плотностей вероятности, аналогичными (3.2), (3.4). Например, представим 

 ( ) ( )
1 1 1( , , , | ) ( ) ( , | )k k k ki j i j

k k k k k k k k k kk ki x j y z z x y z− − −ω = Ω ω , (6.1) 

 ( )
1 1( ) ( , , , | )k ki j

k k k k k k k k kk z i x j y z dx dy− −Ω = ω∫ ∫ . (6.2) 

Тогда вместо (4.1) легко получаем  
( | ) ( ) ( )

1 1 1
( | ) ( )

1 1

( , ) ( ) ( , | ) ,

( | , ) ( , | ) ,

i j ij ij
k k kk k k i

i j ij
k kk k

y z z x y z dx numerator

x y z x y z numerator dx
− − −

− −

Ρ = Ω ω
ρ = ω

∑∫
∫

 (6.3) 

а из произведения (4.2) находим представления через ( )kπ ⋅  как совместной 

вероятности ( | )( )( ) ( ) ( , | )j iij
kk kz x i x z dxΩ = Β π∫ , где используется известная из 

(1.2) вероятность индикации ( )
( | )

, ( , )
( ) M[ ]i

kk

j i
k j x W

x
ο

Β = δ � , так и условной 

плотности ( ) ( )( , | ) ( , | , ) ( , | ) ( )ij ij
k kk kx y z j y i x i x z zω = β π Ω . 

 Кроме того, из согласованности (4.3) имеем ( ) ( )( ) ( )i ij
k kj

z zΠ = Ω∑  и  

 ( ) ( ) ( ) ( )( | ) ( ) ( , | ) ( )i ij ij i
k k k kj

x z z x y z dy zπ = Ω ω Π∑ ∫ . (6.4) 
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В свою очередь, отношение (4.5) позволяет установить связи вроде 
(6.3): 

 
( | ) ( ) ( )

( | ) ( )

( ) ( , ) ,

( | ) ( , ) .

i u iu iu
k k k i
i u iu

k k

z Q q x z dx numerator

x z q x z numerator dx

Ξ =
ξ =

∑∫
∫

  (6.5) 

А п п р о к с и м а ц и я  у с л о в н о й  п л о т н о с т и . С целью получения 

аналитических выражений для функций оценивания ( )kι ⋅ , ( )kg ⋅  и прогно-

зирования ( )kυ ⋅ , ( )kψ ⋅  выполним гауссовскую аппроксимацию условной 

плотности вероятности из числителя оценивающей плотности (6.3): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , | ) ( , || ( ), ( ); ( ), ( ), ( ))ij ij ij ij ij ij
k k k k k kx y z N x y z z z z zω ≈ λ µ Ψ Φ ∆ . (6.6) 

Здесь ( || ; )N m Dθ  – плотность нормального закона распределения вектора 

Θ  с параметрами = M[ ]m Θ  и = cov[ , ]D Θ Θ . В качестве условия близости 

в (6.6) выберем равенства их математических ожиданий и ковариаций  

 ( ) ( )( ) ( , | )ij ij
k kz x x y z dxdyλ = ω∫ ∫ , (6.7) 

 ( ) ( )( ) ( , | )ij ij
k kz y x y z dxdyµ = ω∫ ∫ , (6.8) 

 T T( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , | ) ( ) ( ),ij ij ij ij
k k k kz x x x y z dxdy z zΨ = ω − λ λ∫ ∫  (6.9) 

 
T T

T T

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( , | ) ( ) ( ),

( ) ( , | ) ( ) ( ).

ij ij ij ij
k k k k
ij ij ij ij

k k k k

z x y x y z dxdy z z

z y y x y z dxdy z z

∆ = ω − λ µ
Φ = ω − µ µ

∫ ∫
∫ ∫

 (6.10) 

Ф у н к ц и и  о ц е н и в а н и я .  Вследствие аппроксимации (6.6) при-
ближение к распределению из числителя (4.1) также гауссово  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , , | ) ( , || , ; , , )ij ij ij ij ij ij
k k k k k k ki x j y z N x yω ≈ Ω λ µ Ψ Φ ∆ ,  (6.11) 

т.е. полностью определяется моментами (6.7)-(6.10) и вероятностью (6.2). 
Последние характеризуют, соответственно, прогнозы векторов состояния 

kX  и измерения kY , а также прогнозы номера режима kI  и выхода индика-

тора kJ . Применим теперь теорему о нормальной корреляции. 

 Л е м м а  2 [6, 7]. Пусть существуют моменты (6.7)-(6.10) и справед-
ливо (6.6). Тогда вероятность и плотность (6.3) имеют приближения  

 ( | ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( || ( ); ( ))i j ij ij ij
k k k k i

y z z N y z z numeratorΡ ≈ Ω µ Φ ∑ , (6.12) 

 ( | ) ( | ) ( | )( | , ) ( || ( , ), ( ))i j i j i j
k k kx y z N x y z zρ ≈ σ ϒ , (6.13) 

 ( | ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( ) ( )[ ( )],i j ij ij ij ij
k k k k ky z z z z y z⊕σ = λ + ∆ Φ − µ  (6.14) 

где ⊕  – символ псевдообращения матрицы по Муру–Пенроузу. 
 В итоге подстановка (6.13) в (3.3) позволяет установить следующее. 
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 Л е м м а  3 [6, 7]. В условиях леммы 2 субоптимальные функции оцени-
вания фильтра (2.1), (2.4) выражаются через (6.2), (6.14) по формулам  

( | )

1,
( , , ) Argmax ( , )i j

k k
i L

j y z y z
=

ι ∈ Ρ , ( | ) ( | )( , , ) ( , ) ( , )i j i j
k k ki

g j y z y z y z≈ Ρ σ∑ .(6.15) 

С в я з и  м е ж д у  п а р а м е т р а м и  у с л о в н о й  п л о т н о с т и .  В слу-
чае приближения (6.11) прогнозирующее распределение (4.3) полигауссово  

( ) ( ) ( )( , | ) ( ) ( || ( ); ( ))ij ij ij
k k k kj

i x z z N x z zπ ≈ Ω λ Ψ∑ .  

Подставляя же в (6.8), (6.10) содержащую это распределение дробь, кото-
рая следует из (4.2) и (6.1), несложно получить следующие зависимости 

тройки ( ) ( ),ij ij
k kµ Φ , ( )ij

k∆  от тройки ( )ij
kλ , ( )ij

kΨ , ( )ij
kΩ . Для их записи будем 

использовать обозначение ,M [ ( )] ( ) ( || , )m D
N f X f x N x m D dx∫� . 

 Л е м м а  4 [6, 7]. В условиях леммы 2 характеристики прогноза изме-
рения (6.8), (6.10) при каждом значении их аргумента z  выражаются че-
рез характеристики прогнозов состояния (6.7), (6.9) и вероятность про-
гноза режима-индикации (6.2) алгебраически по формулам  

 ( | )( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ; ] ,j iij i i i ij
k k k k k khγ γ γ

γµ ≈ Ω λ Ψ Ω∑  

 T( | )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ; ] ,j iij i i i ij ij ij
k k k k k k k kGγ γ γ

γ∆ ≈ Ω λ Ψ Ω − λ µ∑  (6.16) 

 T( | )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ; ]j iij i i i ij ij ij
k k k k k k k kFγ γ γ

γΦ ≈ Ω λ Ψ Ω − µ µ∑ . 

Здесь ( | )( )j i
kh ⋅ , ( | )( )j i

kG ⋅ , ( | )( )j i
kF ⋅  – функции коррекции  

 
T T

( | ) ( | ) ( | ) ( | ), ,

( | ) ( | ) ( | )

( , ) M [ ( )], ( , ) M [ ( )],

( , ) ( , ) [ ( , )] ,

j i j i j i j im D m D
N Nk k k k

j i j i j i
mk k k

h m D X F m D X

G m D mh m D D h m D

= ν = Η

′= +
 (6.17) 

определяемые по условным средним индикатора-измерителя 

 
( )

T
( )

( | ) ( )
, ( , )

( | ) ( ) ( )
, ( , )

( ) M[ ( , )],

( ) M[ ( , ) ( , )].

i
kk

i
kk

j i i
kk kj x W

j i i i
k kk k kj x W

x b x W

x b x W b x W
ο

ο

ν = δ

Η = δ

�

�

 

Ф у н к ц и и  п р о г н о з и р о в а н и я . Из (6.4), (6.11) имеем приближе-
ние  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( | ) ( || ; )i ij ij ij i
k k k k kj

x z N xπ ≈ Ω λ Ψ Π∑ , ( ) ( )i ij
k kj

Π = Ω∑ . (6.18) 

Подставляя это в (3.5), благодаря линейности интегрирования находим  

 ( )
1

1,
( ) Argmax ( ),i

k k kk
i L

z z+
=

υ ∈ Π   ( ) ( )
1 1( ) ( ) ( )ij ij

k k k kk ki j
z z z+ +ψ ≈ Ω λ∑ ∑ . (6.19) 
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 У с л о в н ы е  с р е д н и е  в с е й  с и с т е м ы  н а б л ю д е н и я .  В (6.2), 
(6.7), (6.9) можно выделить интегралы по у, которые по (4.2), (6.1) выра-
жаются через ( )kπ ⋅ , а оно – по (4.4) через сомножители ( )kξ ⋅  как 

 ( | ) ( | )
1( , | , ) ( ) ( , | , , , ) ( | )i u i u

k kk ki
l u z z l i x j y x z dx+π χ = Ξ ζ χ ξ∑ ∫ ,  

где 1
1( , )k

k lu j j −
− += . Поэтому для искомых параметров получим выражения 

 ( ) ( | ) ( | ) ( | )
1 ( , ) ( ) ( , ) ( | )l f i u l f i j i u

k k k ki
u z z x y x z dx+Ω = Ξ ξς∑ ∫ ,  

 ( ) ( | ) ( | ) ( | ) ( )
1 1( , ) ( ) ( , ) ( | ) ( , )l f i u l f i j i u l f

k k k k ki
u z z x y x z dx u z+ +λ = ϕΞ ξ Ω∑ ∫ , (6.20) 

 T( ) ( | ) ( | ) ( | ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1( , ) ( ) ( , ) ( | ) ,l f i u l f i j i u l f l f l f

k k k k k k ki
u z z x y x z dx+ + + +Ψ = Ξ ξ Ω − λ λΣ∑ ∫  

через условные средние всей системы наблюдения 

 ( | ) ( | )
1( , ) ( ) ( , | , , , )l f i j f l

kk kx y l i x j y d+= Β χ ζ χς χ∫ , 

 ( | ) ( | )
1( , ) ( ) ( , | , , , )l f i j f l

kk kx y l i x j y d+ϕ = χΒ χ ζ χ χ∫ , (6.21) 

 T( | ) ( | )
1( , ) ( ) ( , | , , , )l f i j f l

kk kx y l i x j y d+Σ = χχ Β χ ζ χ χ∫ . 

 С л е д с т в и е  [ 7 ] . В случае независимости помехи kW  от шума kV  

средние (6.21) не зависят от j, y и определяются только по (1.2) как 

 ( | ) ( | )( ) M[ ( , )],l f i l f i
kk kx e x Vς =  ( | ) ( | )( )( ) M[ ( , ) ( , )],l f i l f ii

k kk k kx a x V e x Vϕ =  

 T( | ) ( | )( ) ( )( ) M[ ( , ) ( , ) ( , )]l f i l f ii i
k k kk k k kx a x V a x V e x VΧ = , 

где общий сомножитель ( )
( | ) ( )

, ( ,1 )
( | ){ }( , ) ( , ) i

kk

l f i i
k kk k

f
x V

l
lke x V a x V+ φ

= Β δ � . 

А п п р о к с и м а ц и я  б е з у с л о в н о й  п л о т н о с т и .  Так как ( )kξ ⋅  со-

гласно (4.5) определяется по ( )kq ⋅ , то с целью получения алгебраических 

зависимостей для функций ( )( )ij
kΩ ⋅ , ( ) ( )ij

kλ ⋅ , ( )( )ij
kΨ ⋅  также аппроксимируем  

 ( ) | | | | |( , ) ( , || , ; , , )i u x iu z iu x iu z iu xz iu
k k k k k kkq x z N x z m m D D D≈ , (6.22) 

Тогда аналогично (6.12)-(6.14) получаем такие связи. 
 Л е м м а  5  [6, 7].  Если справедлива аппроксимация (6.22), то услов-
ные вероятность и плотность (6.5) имеют приближения 

 
( | ) ( ) | |

( | ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | )
( ) ( || ; ) ,

( | ) [ || ( ); ], ( ) ,

i u iu z iu z iu
k k k k i
i u i u i u i u i u i u

k k k k k k

z Q N z m D numerator

x z N x z T z z

Ξ ≈
ξ ≈ ϑ ϑ = Γ + κ

∑  (6.23) 

с числовыми параметрами  
T( | ) | | ( | ) | ( | ) | ( | ) | ( | ) |= ( ) , = , = ( ) .i u xz iu z iu i u x iu i u z iu i u x iu i u xz iu

k kk k k k k k k k k kkD D m m T D D⊕Γ κ − Γ − Γ  
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 Теперь используем в (6.20) гауссовость плотности ( ) ( )k
⋅ξ ⋅ .  

 Л е м м а  6  [7].  Если имеет место приближение (6.22), то вероят-
ность (6.2) и моменты (6.7), (6.9) вычисляются по формулам  

 ( ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | )
1 ( , ) ( ) [ , ( ); ],l f i u l f iu i u i u

k k k k ki
u z z y z T+Ω ≈ Ξ η ϑ∑   1( , )z kz y C z−= , 

 ( ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | ) ( )
1 1( , ) ( ) [ , ( ); ] ( , ),l f i u l f iu i u i u l f

k k k k k ki
u z z y z T u z+ +λ ≈ Ξ τ ϑ Ω∑  (6.24) 

 T( ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1( , ) ( ) [ , ( ); ] ,l f i u l f i u i u i u l f l f l f

k k k k k k k ki
u z z y z T+ + + +Ψ ≈ Ξ Χ ϑ Ω − λ λ∑  

с определяемыми по средним (6.21) функциями гауссовского прогноза 

 

( | ) ( | )

( | ) ( | ),

( | ) ( | )
( , , ) M ( , )

l f i j l f i j
k k
l f i j l f i jm D

Nk k
l f i j l f i j

k k

y m D X y

    η
    τ = ϕ    

    Χ Σ
   

ς

 

. (6.25) 

 Отметим, что в построении зависимостей (6.24) по функциям (6.25) 
участвуют две тройки числовых параметров гауссовских приближений 

(6.23). Это ( )iu
kQ , |z iu

km , |z iu
kD , а также ( | )i u

kΓ , ( | )i u
kκ , ( | )i u

kT . 

Алгоритм работы гауссовского фильтра-предиктора. До начала 
процесса оценивания по уравнениям объекта (1.1) и измерителя (1.2) 
должны быть аналитически найдены те же структурные функции (6.17), 
(6.25) гауссовского ФПКП, что и для гауссовского АОФ [7]. Числовые же 
параметры находятся методом Монте-Карло в процессе статистического 
моделирования самого ФПКП так же, как и гауссовского ФОС [7].  

Везде ниже случайные значения детерминированных функций в слу-
чайных точках обозначены символами самих функций, например 

( | )( )
1( , )ki Ji

k kk k Y Z −Ρ = Ρ , ( | )( ) ( )ki Ui
kk k ZΞ = Ξ . 

 Т е о р е м а  2 .  Если имеют место аппроксимации (6.6), (6.22), то вы-
числение субоптимальным ФПКП оценок и прогнозов состояния объекта 

(1.1) по наблюдениям (1.2) состоит из следующих шагов, где , 1,i l L= , 

, 1,j f M= . После задания начальных условий ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 0, , , , ,ij ij ij ij ij ijΩ λ µ Ψ ∆ Φ  

[7], на каждом такте  = 0,Kk  последовательно осуществляются:  

1. Регистрация наблюдений kJ , kY  и формирование состояния фильтра 
т т т т т

0 0 1 0 0 1[ 0 ] , [ ]l lU J Z Y o− −= = , т т
1[ ( ) ]k k u kU J C U −= , т т

1[ ( ) ]k k z kZ Y C Z −= . 

2. Конкретизация шести условных прогнозов ( )( ) ki Ji
k kΩ = Ω ,…, ( )( ) ki Ji

k kΦ = Φ , 

а также шести параметров фильтра ( | )( ) ki Ui
k kΓ = Γ ,…, || kz iUz i

k kD D= . 
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3. Вычисление параметров ( )i
kΡ , ( )i

kσ  приближения к ( )kρ ⋅  по (6.12), (6.14). 

4. Определение оценок k̂I , ˆ
kX  состояния объекта kX  по (2.1), (6.15).  

5. Получение вероятностей ( )i
kΞ  и модификаций ( )i

kϑ  вектора kZ  по (6.23) 

6. Вычисление условных прогнозов ( )
1

l f
k+Ω , ( )

1
l f

k+λ , ( )
1

l f
k+Ψ  состояния по (6.24). 

7. Нахождение прогнозов 1kI +
% , 1kX +

%  состояния 1kX +  по (2.6), (6.18), 
(6.19). 

8. Получение прогнозов ( )
1

ij
k+µ , ( )

1
ij

k+∆ , ( )
1

ij
k+Φ  измерения 1kY +  по (6.16).  

9. Возврат к 1 при k K<  с новым : 1k k= + , иначе завершение вычислений. 
 Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 15-08-01902-а). 
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THE PROBLEM OF OPTIMAL CONTROL OF MOVEMENT 
IN THE SYSTEM OF AUTONOMOUS TAXIS 

S.S. Zaydullin, N.M. Vdovichev, R.I. Gabitov 
(KNRTU-KAI, 420111, Kazan, K.Marx str., 10) 

Keywords: autonomousvehicle, distributed systems, optimal control 

Целый ряд крупных производителиавтомобилей(Audi,Mercedes-
Benz,Nissan, Volvo и др.) ведут разработки в области создания автономных 
транспортных средств. Активное участие в таких проектах принимают и 
ведущие IT-компании (Google, Intel, Amazon.com. incи др.). Результаты 
этой работы можно наблюдать не только на тестовых полигонах, но и на 
некоторых городских улицах, например, в Сингапуре. Ряд экспертов пола-
гает, что автономные автомобили будут постепенно вытеснять с рынка 
традиционные машины. Как следствие интерес к ним стали проявлять и 
крупные кампании, предоставляющие услуги такси, ярким примером чего 
являются совместные проекты Uber с Volvoи Toyota. Становится очевид-
ным, если чья-либо система автономных такси (САТ) напрактике проде-
монстрирует свою эффективность, то можно ожидать значительный рост 
их числа. 

Создание эффективной САТ требует решения следующих задач: 
– обеспечение надёжности и безопасности автономных автомобилей; 
– создание безотказной системы оперативного обмена информацией 

между компонентами САТ; 
– обеспечение информационной безопасности САТ; 
– эффективное техническое обслуживание машин САТ. 
Актуальность первой проблемы не вызывает сомнений и на её реше-

ние выделяются значительные ресурсы. Остальные проблемы не столь ме-
дийно заметны, но это не означает, что они игнорируются техническим 
и научным сообществом. Решение соответствующих задач выполняется 
в работах [1-3] соответственно, а также – целым рядом других авторов. 

Одной из важнейших задач, решаемых в рамках САТ, является опера-
тивное управление выполнением заказов её транспортными средствами 
(автономными машинами такси). Современные службы такси содержат це-
лый штат диспетчеров, но их эффективность в рамках САТ вызывает со-
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мнение. Более перспективной является автоматизация процессов управле-
ния выполнением заказов. Однако предлагаемые автором работы [4] мето-
ды оперативного планирования существенно ориентированы на обслужи-
вание заявок, некритичных ко времени начала / завершения их обслужива-
ния, что в реальной жизни мегаполиса встречается достаточно редко. В ра-
ботах [5-6] существенную роль играет ранжирование заявок по приорите-
там. Это связано со спецификой рассматриваемых систем, но с точки зре-
ния клиентов САТ далеко не всегда оправдано. В данной работе предлага-
ется альтернативный подход к управлению передвижением в САТ. 

Общий алгоритм функционирования любой службы такси может быть 
описан следующим образом. Поток заявок на обслуживание (поток вызо-
вов) поступает в диспетчерский пункт, где он распределяется между бли-
жайшими свободными машинами. При отсутствии хотя бы одной свобод-
ной машины вызов становится в очередь. Освободившаяся машина немед-
ленно приступает к обслуживанию очередного вызова, если только оче-
редь не пуста. 

Рассмотрим задачу о назначении машин САТ соответствующим заяв-
кам, следующего вида: 
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 (1) 

где n(τ) – количество заявок поступивших в САТ в момент времени τ; 
m(τ) – количество свободных машин САТ в момент времени τ, причём 
n(τ) = m(τ); k – тип машины (может зависеть, например, от количества пас-
сажирских мест, наличия детских удерживающих устройств или конди-
ционера и т.п.); 

 

=

 случае. противном в 0,

машиной, ой - j за закреплен вызов ый -  если ,1
)(

i
x ijk τ

 
(2) 

Здесь )](p[)(P ij τ=τ  – матрица времени, где )(pij τ – это минимальное время, 

которое необходимо на то, чтобы доехать от местонахождения j-ой маши-
ны САТ до i-ой заявки в момент времени τ. 

Задача (1) описывает случай, когда количество свободных машин сов-
падает с количеством вызовов, на практике, эти величины обычно различ-
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ны. Рассмотрим ситуацию, когда количество свободных машин будет 
больше, чем количество заявок, поступивших в момент времени τ, то есть 
m(τ) >n(τ). В этом случае задача (1) примет следующий вид: 
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   (3) 

Аналогичным образом можно получить модель задачи для случая, ко-
гда количество заявок больше, чем количество свободных машин в момент 
времени τ: 
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 (4) 

Минимальное время движения до месторасположения клиента в мо-
мент времени τ можно найти следующим образом: 
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где ijl  – минимальное расстояние между клиентом и свободной машиной 

(данная величина является константой относительно момента времени τ), 
а ijv (τ) – максимальная средняя скорость, которую может развить автомо-

биль САТ, двигаясь по улицам города к месторасположению клиента 
в момент времени τ. 

Определим, в каких пределах изменяется величина Z – время необхо-
димое на обслуживание n заявок m машинами САТ в момент времени τ, 

то есть покажем, что −∞≠→⋅=∑∑
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Введём следующее обозначение: )(pmin**p ij τ= . Тогда Z можно оце-

нить следующим образом: 
1) n(τ) = m(τ) 
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2) n(τ) > m(τ) 
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3) n(τ) < m(τ) 
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Таким образом, величина Z изменяется в следующих диапазонах: 

Zv ≤1 , где   
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Для нахождения матриц L и V(τ) можно воспользоваться статистиче-
скими данными и картой обслуживаемого САТ города. В частности для 
построения матрицы L предлагается использовать алгоритмом Флойда [7], 
суть которого заключается в следующем. Дан непустой взвешенный граф 
G = (W, E) с произвольными весами дуг. В нашем случае множество вер-
шин W графа образуется перекрестками рассматриваемого города, а мно-
жество дуг E – улицами города. Для нахождения минимальных расстояний 
между всеми вершинами графа необходимо выполнить следующие действия: 

Шаг 0: Построить матрицу 0D  размерности WW × , элементы кото-

рой определяются по правилу: 
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Шаг 1: Строим матрицу вида: 
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(7) 

Шаг 2: Если 0≥+ m
mi

m
im dd , то устанавливаем 1mm +=  и повторяем 

шаг 1 до тех пор, пока выполняется неравенство Wm< . 

Так как граф G даже для сравнительно небольших городов будет со-
держать в себе большое количество вершин и ребер, то сбор входной ин-
формации будет достаточно трудоёмок, и будет сопровождаться большим 
количеством ошибок, что значительно увеличит погрешность решения по-
ставленной задачи. Для снижения затрат предлагается воспользоваться 
следующим подходом. Город разбивается на зоны, размер которых можно 
определить, например, по количеству улиц. Чем больше требуемая точ-
ность вычислений, тем меньшее количество улиц будет содержаться в зо-
не, и наоборот. Надо заметить, что вычисления можно проводить поэтап-
но, на каждой итерации получая решение заданной точности. Этого можно 
добиться, уменьшая на каждом этапе размер зон. 

В этом случае граф G в алгоритме Флойда будет представлять собой 
граф с вершинами в центральной точке зоны, а его ребрами будут дуги, со-
единяющие вершины зон, имеющих общие границы. 

Для вычисления матрицы V(τ) средних скоростей движения машин 
по улицам города можно использовать статистическую информацию, 
а предельные (граничные) значения можно брать по знакам дорожного 
движения. 

Описанные методы определения матриц L и V(τ), однако, не являются 
достаточно точными и удобными. Во-первых, в ходе вычислений могут 
возникнуть погрешности достаточно большой величины. Во-вторых, мето-
ды вышеописанные методы статичны, поскольку в городах строятся новые 
улицы и дома, увеличивается количество транспорта на дорогах, таким об-
разом, информацию о средних скоростях и о длинах улиц придётся посто-
янно обновлять. Наиболее очевидной альтернативой для измерения рас-
стояния между клиентом и машиной САТ, а также определения средней 
скорости движения, является спутниковая навигация GPS/ГЛОНАСС [8]. 

Информация о скорости и положении машины поступает по защи-
щённым каналам связи в информационную систему САТ и накладывается 
на цифровую карту обслуживаемого ею города. Любое транспортное сред-
ство точно и однозначно идентифицируется и контролируется независимо 
от того, находится ли оно на заданном маршруте или вне него. Информа-
ция о положении, скорости и состоянии транспортного средства может со-
храняться для последующего анализа и обработки. Обновление информа-
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ции происходит непрерывно с высокой частотой по требованию или по за-
ранее заданному графику. Отметим, что в качестве начальных данных 
о длине улиц и скорости движения транспорта можно использовать ре-
зультаты метода зон и информацию по дорожным знакам. 

Для решения задач (1), (3) и (4) можно воспользоваться, так называе-
мым, венгерским методом [7]: 

Шаг 0: Построим матрицу S, состоящую из элементов s(i,j) – расстоя-
ние между i-тым вызовом и j-ой машиной.  

Шаг 1: Преобразуем матрицу S следующим образом: уменьшаем эле-
менты каждой строки на число, равное минимальному элементу данной 
строки. То же самое делаем и для столбцов. В получившейся матрице каж-
дая строка и каждый столбец должны содержать хотя бы по одному нулю. 

Шаг 2: Ищем решение. Для этого берем первую строку; отметим один 
из нулей, а нули, находящиеся в других строках, но в том же столбце, что 
и отмеченный ноль зачеркиваем. То же делаем со всеми остальными стро-
ками. Если в результате проделанных действий окажется, что в каждой 
строке имеется отмеченный ноль, то решение выглядит следующим обра-
зом, если отмеченный ноль стоит на пересечении i-ой строки и j-го столб-
ца, то элементу ki назначается элемент kj. Если решение не найдено, то пе-
реходим к шагу 3. 

Шаг 3: Проводим минимальное количество вертикальных и горизон-
тальных линий, таким образом, что бы все нулевые элементы матрицы бы-
ли вычеркнуты. 

Шаг 4: Рассмотрим матрицу, состоящую из не вычеркнутых элемен-
тов. Среди этих элементов найдем минимальный элемент. Затем из всех, 
не вычеркнутых элементов, отнимем найденный минимальный элемент, 
а к элементам, находящимся на пересечении проведенных линий, приба-
вим этот минимальный элемент. Переходим к шагу 2. 

Надо заметить, что этот метод можно применить как для квадратных, 
так и не для квадратных матриц. Если матрица P(τ) произвольная, допол-
няем её нужным числом нулевых рядов или столбцов. 

Пример № 1. Рассмотрим граф G, в котором вершинами являются пе-
рекрёстки улиц среднего по размерам населённого пункта. Общее количе-
ство вершин равно 69. Пусть в момент времени τ1 на улицах города имеет-
ся 5 свободных машин, которые находятся в вершинах 151672913 w,w,w,w,w . 

Пусть в момент времени τ1 поступило 5 заявок (вызовов такси), располо-
женных в вершинах .w,w,w,w,w 510181533  Для нахождения минимального 
расстояния между вершинами воспользуемся алгоритмом Флойда. После 
его применения матрица L будет иметь следующий вид: 
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где k – это масштаб карты и L измеряется в километрах. 
Матрица V(τ1), элементы которой измеряются в км/час, имеет сле-

дующий вид: 
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Выполняя последовательно все шаги венгерского метода, получим 
следующий результат: 
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Тогда окончательное решение имеет вид: на заявку w5 назначается машина 
51, на заявку w10 назначается машина 13, на заявку w15 назначается машина 
29, на заявку w18 назначается машина 67, а на заявку w33 – машина 1. 

Пусть в момент времени τ2 в САТ имеется 5 свободных машин, кото-
рые находятся в вершинах 151672913 w,w,w,w,w . Пусть в момент времени τ2 
поступило 4 заявки, расположенных в вершинах 10181533 w,w,w,w . 

Матрица L не изменит своего вида, поскольку она является постоян-
ной и с течением времени не меняется. 

Пусть в момент времени τ2 матрица V(τ2) имеет вид: 
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Аналогично выполняя последовательно все шаги венгерского метода, 
получим следующий результат: 
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Таким образом, решение найдено: на вызов w33 назначается машина 1, 
на вызов w10 – машина 51, на вызов w15 – машина 29, а на вызов w18 –13. 

Данный пример показывает, что венгерский метод можно применить 
к произвольной матрице P(τ). 

Пример № 2. Рассмотрим САТ из примера № 1, но граф G будем 
строить иначе: вершинами Z будут являться центральные точки зон горо-
да, а рёбрами – дуги, соединяющие центральные точки зон имеющих об-
щие границы. Количество вершин 45Z = . Пусть вызовы находятся в сле-

дующих зонах: 243338183515131065 ,,,, zvzvzvzvzv ∈∈∈∈∈ , а свободные ма-

шины находятся в зонах 8513524241311 ,,, zvzvzvzv ∈∈∈∈ , 3967 zv ∈  
Тогда матрица L будет иметь следующий вид: 
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Матрица V(τ1) в момент времени τ1 имеет вид: 
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Применяя венгерский метод, получим следующий результат: 
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Решение найдено: на вызов, находящийся в зоне 6, назначается маши-
на из зоны 1, на вызов из зоны 13 назначается машина из зоны 8, на вызов 
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из зоны 35 назначается машина из зоны 35, на вызов из зоны 38 назначает-
ся машина из зоны 39, а на вызов, из зоны 24 назначается машина из зоны 24. 

Пусть в момент времени τ2 все параметры станции останутся прежни-
ми, кроме матрицы V(τ2), которая будет иметь вид: 
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Применяя венгерский метод, получим следующий результат: 
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Решение найдено: на вызов, находящийся в зоне 6 назначается машина из 
зоны 39, на вызов из зоны 13 назначается машина из зоны 8, на вызов из 
зоны 35 назначается из зоны 35, на вызов из зоны 38 назначается из зоны 1, 
а на вызов, находящийся в зоне 24 назначается машина из зоны 24. 

Как видим, при изменении матрицы скоростей V(τ) с течением вре-
мени при остальных постоянных параметрах, изменяется и решение задачи. 

Заключение 
В работе выделены основные направления обеспечения эффективно-

го функционирования перспективных систем автономных такси. Рассмот-
рена задача безоператорного управления передвижением таких такси 
и предложен метод её решения для неприоритезируемых заявок. В даль-
нейшем авторы предполагают усовершенствовать алгоритм, добавив воз-
можность опережающего (прогнозного) выделения на заявку ещё не осво-
бодившихся машин САТ. 
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PROGRAM CONTROL WITH PROBABILITY 1 
FOR RANDOM PERTURBATIONS SYSTEMS  
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Введение. Возможность описания динамической системы с помощью 
стохастических дифференциальных уравнений (СДУ) позволяет учитывать 
как постоянные случайные возмущения в виде винеровского процесса, так 
и скачкообразные, вызванные пуассоновским процессом. Теория стохасти-
ческих первых интегралов [1]позволяет строить множество управлений, 
обеспечивающих сохранение с вероятностью 1 заданных свойств динами-
ческой системы [2], например, законы сохранения. Отметим, что сохра-
няющиеся величины обычно имеют глубокий содержательный смысл и 
могут быть вычислены непосредственно [3]. Поскольку часто для описа-
ния эволюции системы используются дифференциальные уравнения, то 
можно необходимый закон сохранения рассматривать как первый интеграл 
этой системы. При этом первый интеграл несет всю информацию о моде-
лируемой системе. Описание системы управления в виде системы, состоя-
щей из nстохастических дифференциальных уравнений Ито (СДУ) с вине-
ровскими и пуассоновскими возмущениями (скачками) 

=0

( ) = ( , ( ), ( , ( ))) ( , ( ), ( , ( ))) ( ) ( , ( ), ) ( , ),

( ) = ( , (0), ) | = (0), 0,x xt

dX t t X t u t X t dt t X t u t X t dW t G t X t dt d

X t X t t

α β θ ν θ

ω
Θ

+ +

≥
∫ (22) 

дает возможность, зная первый интеграл уравнения[2,4], построить про-
граммное управление с вероятностью 1 ((PCP1 – Programmed Control with 
Probability 1), обеспечивающее данной системе сохранение заданного 
свойства – первого интеграла [2,4-8].Теоретической основой такого управ-
ления является применение обобщенной формулы Ито-Вентцеля 
[5,7,8].Следует отметить, что в стохастическое уравнение Ито входит 
стандартная (нецентрированная) пуасссоновская мера, что является более 
приближенным к реальным ситуациям, поскольку возникающие 
пуассоновские процессы обычно не являются центрированными.  
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Как известно, с помощью стохастических уравнений Ито возможно 
описание множества реальных процессов, в том числе в химии, биологии, 
аэродинамике, турбулентной диффузии, климатологии и др., при этом 
часто коэффициенты сноса и диффузии считаются известными, 
определенными ранее какими-либо методами. В работах [5,6] в уравнении, 
определяемом управляемую систему с управление в коэффициенте сноса, 
коэффициент диффузии был по условию неизвестен и определялся в даль-
нейшем, исходя из вида сохраняющейся функции.Внесение дополнительно 
управления в слагаемое при винеровском возмущении ( )dW t  

[ ]1 2

=0

( ) = [ ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))] ( , ( )) ( , ( )) ( )

( , ( ), ) ( , ),

( ) = ( , (0), ) | = (0), 0x ,xt

dX t P t t Q t X t u t X t dt V t X t u t X t dW t

G t X t dt d

X t X t t

θ ν θ

ω
Θ

+ + + +

+

≥
∫

         

(23) 

также позволяет решить задачу построения PCP1 для систем с известными 
коэффициентами ( , ( ))V t X t  при ( )dW t .  

Постановка задачи.Рассмотреть построение программных управле-
ний с вероятностью 1 для стохастической динамической системы с управ-
лениями в детерминированной и «шумовой» частях вида (2), а также для 
системы с управлением только по части фазовых переменных. 

Программные управления с вероятностью 1. Рассмотрим систему 
уравнений Ито: 

=0

( ) = ( , ( )) ( , ( )) ( ) ( , ( ), ) ( , ),

( ) = ( ; (0); ) | = (0x ), .x 0t

dX t A t X t dt B t X t dW t G t X t dt d

X t X t t

θ ν θ

ω
Θ

+ +

≥
∫

         
(24) 

Коэффициенты матриц ( , ) ( , )iA t x a t x= , ( , ) ( , )ikB t x b t x=  и ( , , ) ( , , )iG t x g t xγ γ=  

уравнения (3) выбраны таким образом, чтобы были обеспечены условия 
существования и единственности решения, как и во всех уравнениях, 
рассматриваемых ниже. 

Определение1. Программным управлением с вероятностью 1 (PCP1) 
будем называть управление в стохастической системе, которое с вероятно-
стью, равной 1, обеспечивает нечувствительность системы к случайным 
возмущениям. 

Определение 2.Неслучайную функцию ( , )s t x будем называть первым 
интегралом системы СДУ Ито (3), если она с вероятностью 1 сохраняет 
постоянное значение для любой реализации случайного процесса 

( ; ( )x 0);X t ω , являющегося решеним этой системы: ( ,X( , (0), )) (0, (0)).x xs t t sω =  
Чтобы функция ( , ( ))s t x t  была первым интегралом системы (3), должны 

выполняться условия, которые получены в результате применения 
обобщенной формулы Ито-Вентцеля[5,8]: 

    • ( , )
( , ) = 0i k

i

s t x
b t x

x

∂
∂

, для всех = {1,..., }k m ;  
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    • 
( , )( , ) ( , ) 1

[ ( , ) ( , ) ] = 0
2

ik
i j k

i j

b t xs t x s t x
a t x b t x

t x x

∂∂ ∂+ −
∂ ∂ ∂

;  

    • ( , ) ( , ( , , )) = 0s t x s t x g t xγ− +  для любых γ ∈ Θ .  
Определение 3. Программным движением стохастической системы (1), 

где ( )W t – m-мерный винеровский процесс, ( , )dt dν θ - однородная по 
tстандартная уассоновская мера [12], будем называть решение 

0( , (0), ( ) )x ,X t u t ω  позволяющее с вероятностью 1 при некотором управлении 

(PCP1) ( , ( ))u t X t  для всех t оставаться на неслучайном интегральном 
многообразии ( , ( , (0)) (0, (0))x xs t X t s= , являющемся первым интегралом 
уравнения (1) при заданных начальных условиях. 

Такое определение программного движения ближе к понятию 
динамического инварианта [5], т. е. поверхность рассматривается в 
расширенном фазовомпространстве. Таким образом предполагается также 
и динамичность многообразия, его изменение с течением времени. 

В [4] доказана теорема о построении системы стохастическх 
дмфференциальных уравнений, имеющей заданное множество первых 
интегралов. В соответствии с этой теоремой будем строить PCP1. Идея 
построения PCP1 основана на равенстве коэффициентов систем (2) и (3). 

Отметим, что при этом определяются также реакции на случайные 
возмущения, обеспечивающие это программное управление. Получа-
ющееся множество управлений зависит от произвольных функций, выбор 
которыхпозволяет построить наиболее удобную реализацию управления.  

Пример 1. Найти управления и реакции на случайные возмущения, 
чтобы динамическая система 

1 1 2 1 1 2 3
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2
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∫

∫

x x

x

x x

x
          

(25) 

подверженная воздействию винеровского процесса и совершающая скачки 
под действием пуассоновского процесса, с вероятностью 1 обеспечивала 

движение по поверхности 2 21
2

( )
( ) = 0

x t
x t e e

− −− .  

Сначала строим систему стохастических дифференциальных уравне-

ний, опираясь на[4], для которой функция 2 21
2

( )
( , ( )) = ( )

x t
s t t x t e e

− −−x является 

первым интегралом, т.е. 2 21
2

( )
( , ( )) ( ) = (0, (0))

x t
s t t x t e e s

− −≡ −x x .Данное условие 

соответствует начальным данным (0) (1,1)T=x . 
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Построенная система имеет вид: 
421 1

1
2 3 2

2 21 1
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2

x

oo

x x

oo

f t t t
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(27) 

Искомое управление - решение системы линейных уравнений: 
421 1
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(28) 
Следовательно,  
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(29) 
для любых функций ( , )if t x , = 1,2,3i , обеспечивающих существование 
возникающих дробей. 

Таким образом, искомое управление и реакции на случайные возму-
щения – коэффициенты при винеровской и пуассоновской частях в форму-
лах  (5) и (6) - найдены. Выбор функций ( , )if t x , = 1,2,3i  и ( , )ooq t x  
определяется на основе какие-либо условий, например, удобством для 
моделирования и позволяет выбирать наиболее удобные для реализации 
управления.  

Для проверки выполнения равенства 2 21
2

( )
( ) = (0, (0))

x t
x t e e s

− −− x при вне-
сении найденный управлений в систему, найдем численное решение 
системы уравнений (6)-(7). 

В динамических управляемых системах часто присутствует 
уравнение, не содержащее управления. Для таких систем при внесении 
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случайного возмущения в виде винеровского процесса также возможно 
поcтроение PCP1, при этом возникает ограничение на вид необходимого 
для системы закона сохранения и становится обязательным введение 
«компенсирующего управления» в уравнение, не содержащее управление. 
Обусловлено первое условие тем, что в «неуправляемом» уравнении 
отсутствует случайная составляющая, а второе – тем, что построенное 
уравнение имеет свои коэффициенты, не совпадающие с коэффициентами 
исходного уравнения, при этом «управляемые» уравнения дают 
возможность определить искомое управление, а в «неуправляемое» нужно 
внести поправку, не изменяющую исходную систему.  

 
Рис. 1. Две реализации решения системы (5)-(6) и графики значений функции ( , ( ))s t tx  

при этих реализациях 

 

 
 
 
Рис. 2. Три реализации решения системы (5)-(6), 
находящиеся на одной поверхности 

Приведем без доказательства лемму. 
Лемма. «Компенсирующееуправление» 0( , )u t x имеет вид: 

0 1

( , )
( , ) = ( , ),

s t
u t a t

t

∂− −
∂

x
x x                                 (9) 

где 1( , )a t x - коэффициент сноса «неуправляемого уравнения»,  - функция, 
сохранение которой необходимо, зависящая от ( , )it x , где ix - одна из 
фазовых переменных. 
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Пример 2. Построить управление, позволяющее динамической 
системе 

0 1

2
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(10) 

с вероятностью 1 сохранять выполнение равенства 0( ) 1 (0, (0))tx t e s− + = x . 
Построенная система уравнений имеет вид: 
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(11)  

здесьфункции зависят от ( , ( ))t tx  и выбираются таким образом, чтобы ис-
ключить деление на «0».  

Учитывая вид коэффициента в первом уравнении, введем 
«компенсирующее управление» 0( , )u t x  в первое уравнение исходной 
динамической системы.  

Проведем проверку найденного решения. Для построенной системы 
найдем численное решение, положив:  
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 (12) 

при начальных данных (0) (1,1,1)T=x и определяя соответствующие значения 
функции 0( , ( )) ( ) 1ts t t x t e= − +x . Результаты представлены на рис. 3, значения 
управлений – на рис. 4. 

  
Рис. 3. Результаты численного решения 
уравнения (11) при коэффициентах (12) 

Рис. 4. Управления динамической 
системой (10) 
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Таким образом, программное управление с вероятностью 1 обеспечи-
вает сохранение в динамической системе постоянного значения для задан-
ной функции. 
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CONTROL OF AN INVERTED PENDULUM ON A CART 

A.I. Malikov, I.M. Fatkhutdinov (IME KazSC RAS, KNPTU-KAI, 
420111, Kazan, K.Marx str., 10) 
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time boundedness. 

Введение. Рассматривается задача стабилизации перевернутого маят-
ника на тележке [1,2]. Для синтеза управления используется метод инвари-
антных эллипсоидов и метод дифференциальных линейных матричных не-
равенств [1-6]. Для компенсации неопределенных возмущений и влияния 
нелинейностей системы синтезируется управление в виде комбинирован-
ной обратной связи по состоянию и возмущениям на основании подхода, 
представленного в [5]. При этом задача синтеза управления сводится к за-
даче оптимизации с линейными матричными неравенствами [6] или к за-
даче оптимизации с дифференциальными линейными матричными нера-
венствами [7,8]. Для реализации комбинированного управления использу-
ется наблюдатель состояния и неизвестных входов. Синтез наблюдателя 
производится на основе подхода, предложенного в [9,10]. 

Постановка задачи. Рассматривается задача стабилизации перевер-
нутого маятника, кинематическая схема которого представлена на рис.1. 

При построении математической модели приняты следующие допу-
щения: 

• массы сосредоточены;
• сопротивление среды и сухое трение учитываются как неопределен-

ные возмущения; 
• вязкое трение учитывается пропорционально скорости движения с

коэффициентами Bx,Bθ. 
Математическая модель системы представлена в виде уравнений Ла-

гранжа второго рода. В качестве обобщенных координат для рассматри-
ваемой системы с двумя степенями свободы приняты θ(t) – угол отклоне-
ния звена маятника и x(t) – положение тележки.  

2 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Правительства Респуб-
лики Татарстан (проект 17-41-160814 р_а). 
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Рис. 1. Перевернутый маятник на тележке 

Уравнения динамики объединенной механической системы маятника 
и двигателя постоянного тока с зубчатой передачей рассмотрены в работах 
[1,2] и имеют вид: 

),()sin()cos()( xfxBImlmlxmM x −−+−=−+ &&&&&&& βθθθθ
,)sin()()cos( 2

θθθθθθθ fBmglImlml p −−=++− &&&  (1) 

,VxIR
dt

dI
L mm =++ &β  

где rKKRLglImM gmmmp ,,,,,,,,, - параметры маятника и двигателя, 

θβ ff
r

KK
x

gm ,,= - неопределенные возмущения, ограниченные по норме. 

При не учете динамики изменения тока в обмотках двигателя (Lm– ма-
ло) данную систему уравнений можно представить в векторно-матричной 
форме в пространстве состояний с зависимыми от состояния системными 
матрицами 

111 )()()( wxDuxBxxAx ++=& , (2) 

22wDxCy y +=
, (3) 

где nT Rxxx ∈= ),,,( θθ && – вектор состояния, r
r

T
x RWfftw ⊂∈= ),()(1 θ  – век-

тор внешних  неопределенных возмущений, qRtw ∈)(2  вектор погрешно-

стей измерений, lRy∈ – вектор измеряемого выхода,
rnmnnn RxDRxBRxA ××× ∈∈∈ )(,)( ,)( 11

hlnl
y RDRC ×× ∈∈ 2  , – матрицы с не-

прерывными и ограниченными элементами при всех 0 ],,[ 0 >∈ TTtt  – за-
данная константа. Матрицы )(  ,)( ),( 11 xDxBxA определяются как в [1], а 

2  , DCy  имеют вид: 
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Уравнение (2) перепишем в виде: 
,11 νEuBAxx ++=& (4) 

где pR∈ν  – приведенный вектор неопределенных возмущений и нели-
нейностей (неизвестных входных воздействий), 

uBxBxAxAwxDtE ))(())(()()( 1111 −+−+=ν , (5) 
A,B1 – матрицы линеаризованной относительно верхнего неустойчивого 
положения равновесия системы: 
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Предполагается pl ≥  (количество измеряемых компонент вектора 

выхода y не меньше количества компонент вектора неизвестных входовν, 
пара  (A,B1) – управляема (стабилизируема), пара (A,Cy) – наблюдаема (де-
тектируема). Возмущения являются  ограниченными по L∞ норме функ-
циями вместе со своими производными по времени: 

} 1)( и  1)(:{
22 ≤≤= ttW ννν &  

В [4] для компенсации внешних возмущений предложено использо-
вать регулятор в виде комбинированной обратной связи по состоянию и 
возмущению 

pmnm RKRKKKxu ×× ∈∈+= 11  ,,ν
, (6) 

причем мгновенные значения компонент вектора возмущений )(tν предпо-
лагаются известными в текущий момент времени t. Для рассматриваемой 
системы будем также искать управление в форме комбинированной ли-
нейной обратной связи (6), которая стабилизирует замкнутую систему 
(2),(3) и подавляет воздействие неизвестных возмущений )(tν . Чтобы реа-
лизовать такой регулятор при измерении только части координат состоя-
ния и отсутствии информации о текущих значениях приведенного вектора 
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неопределенных возмущений и нелинейностей потребуется синтезировать 
наблюдатель состояния и неизвестных входных воздействий. 

Синтез комбинированного регулятора. Предложенный в [5] способ 
синтеза регулятора в виде комбинированной обратной связи используется 
для рассматриваемой системы. Задача определения коэффициенты усиле-
ния 1 , KK  сводится к задаче минимизации следа матрицы инвариантного 
эллипсоида ограничивающего выход замкнутой системы KxBCxz 2+= , где

msns RBRС ×× ∈∈ 2 , – заданные матрицы.
Определение 1. Эллипсоид 

,0},1:{)(
1 >≤∈= −

PxPxRxPE
Tn

 

называется инвариантным для системы (2),(3), если условие xx ε∈)0(   вле-

чет )()( PEtx ∈  для всех 0≥t . 

Теорема 1. [4]. Пусть существует решение HKYP ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
1  задачи 

min→trH  

при ограничениях 
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(8) 
относительно матричных переменных ssmpnn RHRYRP ××× ∈∈∈ , , ,

mpRK ×∈1  и скалярного параметра 0>α . 

Тогда комбинированная обратная связь ν1
1 ˆˆˆ KxPYu += −  стабилизирует

систему (2),(3), а матрица Ĥ  определяет ограничивающий эллипсоид для 
выхода z замкнутой системы с x0=0. 

Синтез наблюдателя, обеспечивающего на конечном интервале 
ограниченность относительно заданных множеств ошибки оценива-
ния. Наблюдатель полного порядка для оценки вектора состояния )(tx  и 
вектора неизвестных входов )(tν  строится в виде [9,10] 

0)0(ˆ  ),ˆ)(()(ˆ)()(ˆ)(ˆ 11 =−+++= txyytLtvtEutBxtAx&
, 

0)(ˆ  ],ˆ)[(ˆ 02 =−= tyytLv ν&
, xtCy y ˆ)(ˆ = , (11) 
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 где матрица 







=

)(

)(
)(

2

1

tL

tL
tL  коэффициентов усиления наблюдателя будет 

выбираться из  условия получения требуемого эволюционирующего во 
времени эллипсоида ))(( tSE , ограничивающего ошибку оценивания 

( )TTT )ˆ()ˆ( ννε −−= xx  на рассматриваемом интервале ],[ 0 Tt .  

Введем расширенные векторы TTT ],[ vxxp = , TTT ]ˆ,ˆ[ˆ vxxp =  и запишем 

уравнение наблюдателя (11) в виде: 

 
)ˆ)()(()ˆ()()(ˆ)(ˆ pppppp xtCytLxtutBxtAx −+Φ++= ϕ&
, (12) 

где приняты обозначения: 
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Тогда уравнение для ошибки pp xx ˆ−=ε  будет иметь вид 
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Определение 2 [9]. Наблюдатель (12) обеспечивает на заданном ин-
тервале ],[ 0 Tt  ограниченность ошибки оценивания относительно заданных 

множеств ))((),(( 0 tSESE  если для всех )( 00 SE∈ε  существуют на ],[ 0 Tt  

решения ),,()( 00 xttt εε =  системы (13) с начальными данными 00)( εε =t , 

и для них имеет место ))((),,( 00 tSExtt ∈ε  при всех 
Σ∈∈∈ )(  ,)(  ],,[ 0 tWtwTtt ν . 

Теорема 2 [9]. Для того чтобы наблюдатель (11) обеспечил на за-
данном интервале ],[ 0 Tt  ограниченность ошибки оценивания относи-

тельно заданных множеств ))((),(( 0 tSESE  ( )(,0 tSS  - заданные положи-

тельно определенные матрицы, причем ppSnnSSSS vxvx ×−×−= ,},,{diag 000  
- положительно определенные матрицы) достаточно, чтобы при некото-
рых 0,0, 21 >> βαα  существовали при всех ],[ 0 Ttt ∈  симметрическая мат-
рица )(tP  и матрица L(t) такие, что выполняются следующие матричные 
неравенства: 
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1

00)( −≤ StP , )()( 1 tStP −≥
. (15) 

Замечание 1. Нелинейное дифференциальное матричное неравенство 
(14) при фиксированных 0, 21 >αα   с учетом замены PLY =  и леммы Шу-
ра сводится к следующему дифференциальному линейному матричному 
неравенству относительно переменных P и Y 
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Таким образом, задача синтеза наблюдателя состояния на конечном 

интервале ],[ 0 Tt  со свойством ограниченности ошибки оценивания отно-
сительно заданных множеств ))((),(( 0 tSESE  сводится к следующей задаче 
оптимизации с ДЛМН: 

Минимизировать ))((tr tQ  при ограничениях (16), (15) и 
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. (17) 
Здесь оптимизация проводится по матричным переменным 

)(),(),( tYtPtQ  и скалярной переменной )(tβ . По найденному решению мат-

рица L(t) определится YPL 1−= . 
Отметим, что решение задачи оптимизации с дифференциальными 

линейными матричными неравенствами путем их дискретизации на рас-
сматриваемом интервале ],[ 0 Tt  по методу Эйлера может быть сведено к 
совокупности взаимосвязанных задач оптимизации в дискретные моменты 
времени с ограничениями в виде ЛМН. При этом могут быть применены 
существующие программные средства полуопределенного программиро-
вания (Robust control toolbox пакета Matlab, CVX и др.).  

Результаты решения задачи стабилизации перевернутого маят-
ника. Расчеты проводились при значениях параметров представленных в 
табл. 1. 

На основе теоремы 1 в пакете Matlab было получено решение задачи 
оптимизации с ЛМН (7), (8) и коэффициенты регулятора в виде комбини-
рованной обратной связи: 

K=[51,3896    86,9775    -497,7208   -124,7498], K1=[8,3392    -5,8766]. 
Для системы синтезированы наблюдатель состояния и неизвестных 

входов по рассмотренным выше способам. Путем численного решения за-
дачи оптимизации с ЛМН (15)–(17) получен наблюдатель с постоянной 
матрицей  
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.
35,6915,629,77177,8886,6686,3

41,370,9900,572,9961,5540,17T









−
−

=L  

Таблица 1 

Значения параметров системы с перевернутым маятником 

Переменная Размерность Значение 
М кг 0,455 

m кг 0,210 

l м 0,3048 

Ip кг м2 0,02 

R ом 2,6 

Km ANm/  0,00767 

r м 0,00635 

Kg - 3,7 

Результаты моделирования системы с полученным регулятором и на-
блюдателем без учета возмущений представлены на рисунках 2-3.  Началь-

ные условия были заданы следующим образом: T
0 0)  0,85  0  (0=x , T

0 0) 0 0 (0=x̂ .
На рис. 2, сплошной линией показаны изменения координат состояния, а 
штриховой линией их оценки. Оценки приведенного вектор неопределен-
ных возмущений и нелинейностей )(1 tν  и )(2 tν  представлены на рис. 3.
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Рис. 2. Изменения координат состояния и их оценки 
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Рис. 3. Оценки неизвестных входов 
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Результаты моделирования системы с наблюдателем и комбинирован-
ным регулятором по состоянию наблюдателя при действии возмущений 
представлены на рисунках 4-5. При моделировании внешние возмущения 
задавались в виде ,10/)3sin)cos()());cos()2(sin(2.0)( 2211 trrtwttrtw ∗∗=+∗∗=  где
амплитуды 21,rr  выбирались из диапазона [-0,5;0,5] с помощью датчика 
случайных чисел. Рис. 3 показывает изменения координат состояния и их 
оценки при действии возмущений. На рис. 4 представлены оценки компо-
нент приведенного вектора неопределенных возмущений и нелинейностей 
(неизвестных входов). 
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Рис. 4. Изменения координат состояния и их оценки при наличии возмущений 
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Рис. 5. Оценки неизвестных входов при наличии возмущений 

Таким образом, полученный регулятор в виде комбинированный об-
ратной связи по состоянию и приведенному вектору неопределенных воз-
мущений и нелинейностей, восстанавливаемых с помощью наблюдателя, 
обеспечивает стабилизацию перевернутого маятника с требуемой точно-
стью, в том числе при действии возмущений. Следует отметить, что полу-
ченные с использованием наблюдателя, обеспечивающего ограниченность 
ошибки оценивания, оценки как координат состояния, так и неизвестных 
входов достаточно точно воспроизводят их поведение. 
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